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Նախաբան 
 

Մաթեմատիկական կրթությունը և մաթեմատիկական մտածելակերպն  
անհրաժեշտ են ոչ միայն նրանց, ովքեր հետագայում կզբաղվեն մաթեմատի-
կայով կամ գիտական որևէ հետազոտությամբ, այլ նաև բոլոր նրանց, ովքեր 
կաշխատեն ժողովրդական տնտեսության տարբեր բնագավառներում:  

Կրթության գործընթացում մաթեմատիկական խնդիրներն ունեն ու-
սուցողական,  գործնական և դաստիարակչական նշանակություն: Նրանք 
զարգացնում են սովորողների ալգորիթմական, տրամաբանական մտա-
ծողությունը, մշակում մաթեմատիկան կիրառելու գործնական  հմտութ-
յուններ, ձևավորում  աշխարհայացք: Խնդիրների լուծումը նրանց մղում է 
ստեղծագործական աշխատանքի:  

Մաթեմատիկայի դպրոցական դասագրքերում զետեղված խնդիրները, 
որպես կանոն, նպատակաուղղված են տվյալ թեմայի տեսական նյութի 
յուրացմանը: Սահմանափակվելով միայն դասագրքում  ընդգրկված 
խնդիրներով` սովորողների մոտ կարող են ձևավորվել միայն սերտողա-
կան բնույթի գիտելիքներ: Միօրինակ կամ միայն ալգորիթմական  
խնդիրները չեն կարող ապահովել սովորողների մտավոր զարգացմանը 
ներկայացվող պահանջներին:  

Մաթեմատիկայի նկատմամբ հակումներ ունեցուղ սովորողները չեն  
բավարարվում մաթեմատիկայի դասերին ստացած գիտելիքներով, հետ-
ևաբար և ցանկություն  է առաջանում ավելի շատ տեղեկություն ստանալ 
իրենց  սիրած առարկայի մասին, իմանալ, թե ինչպես է այն կիրառվում 
կյանքում, լուծել հետաքրքիր և ավելի բարդ խնդիրներ:  

Սույն ձեռնարկում ընդգրկված նյութերը կարող են նպաստել մաթե-
մատիկական գիտելիքների ընդլայնմանը, ծրագրային նյութը խորութ-
յամբ յուրացնելուն, տրամաբանական մտածողության զարգացմանը, հե-
տազոտական ունակությունների ձևավորմանը, ինչպես նաև` մաթեմա-
տիկական խոսքի կուլտուրայի զարգացմանը:  

Գիրքը նախատեսված է մասնագիտացված դպրոցների, բնագիտամա-
թեմատիկական թեքումով 12-րդ դասարանի սովորողների համար: Այն 
կարող է օգտակար լինել նաև հանրակրթական դպրոցի մաթեմատիկայի 
ուսուցիչներին` արտադասարանական պարապմունքներ անցկացնելու, 
ինչպես նաև աշակերտներին՝ մաթեմատիկական օլիմպիադաներին  նա-
խապատրաստվելու համար:  
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§ 1. ՄԻ ՔԱՆԻ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆՆԵՐՈՎ ԲԱԶՄԱՆԴԱՄՆԵՐ 
ՍԻՄԵՏՐԻԿ ԲԱԶՄԱՆԴԱՄՆԵՐ  
ՀԱՄԱՍԵՌ ԲԱԶՄԱՆԴԱՄՆԵՐ 

 

kxxx ...,,, 21  փոփոխականների նկատմամբ բազմանդամ (ամբողջ 

ռացիոնալ ֆունկցիա) է կոչվում kn
k

nn xxax ...21
21  տեսքի արտահայտու-

թյունների (միանդամների) գումար, որտեղ յուրաքանչյուր in  

( )ki ...,,2,1=  ոչբացասական ամբողջ թիվ է: 
Այլ կերպ՝ բազմանդամ են անվանում միանդամների գումարը: 

Միանդամի աստիճան  են անվանում նրանում մասնակցող բոլոր փո-
փոխականների աստիճանացույցերի գումարը: Բազմանդամի աստի-
ճան անվանում են բազմանդամը կազմող միանդամների աստի-
ճաններից ամենամեծը (ենթադրվում է, որ բազմանդամի գումարե-
լիների մեջ չկան նման անդամներ): 

Օրինակ 1։ ա) x  և y  փոփոխականների նկատմամբ 

132475 7826333 −+−− yyxyxyx  

բազմանդամի աստիճանը 10 -ն է (երրորդ գումարելիի՝ 824 yx−  

միանդամի մեջ x  և y  փոփոխականների ցուցիչների գումարը հավա-
սար է 10 -ի): 

բ) zyx ,,  փոփոխականների նկատմամբ 

5263 4232323446 +−++− yzxzyxzyyxx  

բազմանդամի աստիճանը 8 -ն է (երկրորդ և չորրորդ գումարելիներից 
յուրաքանչյուրի մոտ փոփոխականների ցուցիչների գումարը հավասար 
է 8 -ի): 

գ) x  և y  փոփոխականների նկատմամբ 

423 8432335 −+−+− byyxayxx  
բազմանդամի աստիճանը հավասար է 5 -ի (այստեղ a -ն և b -ն տրված 
թվեր են՝ հաստատուններ):1 

                                                 
1 Ուշադրություն դարձրեք՝ օրինակում շեշտված է, որ բազմանդամի մեջ միայն x  և y -ն են փո-

փոխականներ: 
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kxxx ...,,, 21  փոփոխականներով արտահայտությունը (մասնավո-

րաբար, բազմանդամը) նշանակում են՝ 
( ) ( ) ( )kkk xxxGxxxFxxxP ...,,,,...,,,,...,,, 212121  և այլն: 

Բազմանդամն անվանում են համասեռ, եթե նրա բոլոր անդամներն 
(գումարելիները) ունեն միևնույն աստիճանը: Այլ կերպª ( )kxxxP ...,,, 21  
բազմանդամը կոչվում է համասեռ, եթե ցանկացած t  թվի դեպքում 

( ) ( ) :...,,,...,,, 2121 k
n

k xxxPttxtxtxP =  
 

Օրինակ 2։ ա) ( ) 432234 352, yxyyxxyxyxP −+−+=  

բազմանդամը 4 -րդ աստիճանի համասեռ բազմանդամ է, քանի որ նրա 
բոլոր անդամների մեջ x  և y  փոփոխականների ցուցիչների գումարը 

հավասար է 4 -ի: 

բ) ( ) 666455,, czbyaxzxyzxyzyxP +++++= բազմանդամը   

6 -րդ աստիճանի համասեռ բազմանդամ է (ուշադրություն դարձրեք՝ a -
ն, b -ն, c -ն համարվում են հայտնի): 

Երկու՝ x  և y  փոփոխականներով n -րդ աստիճանի բազմանդամի 

ընդհանուր տեսքն է՝ 
:... 1

1
22

2
1

10
n

n
n

n
nnn yaxyayxayxaxa +++++ −

−
−−  

Մասնավորաբար, x  և y  փոփոխականներով երկրորդ աստիճանի 

համասեռ բազմանդամն ունի 
22 cybxyax ++  

տեսքը, իսկ երրորդ աստիճանի համասեռ բազմանդամը՝ 
3223 dycxyybxax +++  

տեսքը: 

( )kxxxP ...,,, 21  բազմանդամը կոչվում է սիմետրիկ (համաչափ), 

եթե kxxx ...,,, 21  փոփոխականների արժեքների ցանկացած հավաքա-

ծուի դեպքում բազմանդամի արժեքը չի փոխվում՝ nxxx ...,,, 21  թվերի 

ցանկացած տեղափոխությամբ: 
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Ընդունված է նաև այսպիսի սահմանումª ( )nxxxF ...,,, 21  բազման-
դամը կոչվում է սիմետրիկ, եթե այն չի փոխվում նրանում մասնակցող 
փոփոխականների ցանկացած տեղափոխության  դեպքում: 

Սիմետրիկ բազմանդամի օրինակներ են՝ 
( ) ( ) ,44,,, 522522 yxyyxxyxFyxyxyxP +++=+−=  

( ) xyzzyxzyxzyxG −−−−++= 222444,,  և այլն: 

kxxx ...,,, 21  փոփոխականներից կազմված հիմնական  (պարզա-
գույն) սիմետրիկ բազմանդամներ են անվանում հետևյալ բազմանդամ-
ները.2 

,...
,...

131212

211

kk

k

xxxxxxP
xxxP

−+++=
+++=

 

,...
..,............................................................

,...

21

124213213

kk

kkk

xxxP

xxxxxxxxxP

=

+++= −−

 

որտեղ mP -ը ( )km ...,,2,1=  kxxx ...,,, 21  տարրերից կազմված բոլոր 

այն արտադրյալների գումարն է, որոնցից յուրաքանչյուրն իրենից ներ-
կայացնում է ճիշտ m  բազմապատկիչ, ընդ որում՝ գումարելիներից 
ցանկացած երկուսը միմյանցից տարբերվում են գոնե մեկ բազմապատ-
կիչով: Նշանակում է mS -ը պարունակում է 

 
k!

kmmmCm
k

)1)...(1( +−−=  գումարելի 

Երկու՝ x  և  y  փոփոխականներից կազմված հիմնական սիմետրիկ 

բազմանդամներն են՝  :, xyyx +  

Երեք՝ zyx ,,  փոփոխականներից կազմված հիմնական սիմետրիկ 

բազմանդամներն են՝  :,, xyzzxyzxyzyx ++++  

                                                 
2 Ֆունկցիաների տեսության մեջ դրանք կոչվում են տարրական սիմետրիկ ֆունկցիաներ: 
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Քանի որ հետագայում հաճախ ենք առնչվելու երկու (որոշ դեպքե-
րում՝ նաև երեք) փոփոխականով սիմետրիկ բազմանդամների հետ, 
ուստի հարկ ենք համարում կանգ առնել որոշ կարևոր հարցերի վրա: 
Առանձնապես ուշադրության են արժանի 

...,3,2,1, =+= nyxS nn
n  

աստիճանային գումարները, այսինքն՝ փոփոխականների n -րդ աստի-
ճանների գումարը: Այդ գումարները հաջորդաբար կարելի է արտահայ-
տել    yxu +=     և    xyv =     հիմնական սիմետրիկ բազմանդամների 

միջոցով, հիմքում ունենալով հետևյալ անդրադարձ բանաձևը՝ 

                     :12 nnn vSuSS −= ++    (1) 
Ապացուցենք այդ: Ունենք՝ 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) :1

11

111122
2

nn
nnnn

nnnnnn
n

vSuSyxxyyxyx

xyxyyxyxyxS

−=+−+⋅+=

=+−++=+=

+
++

++++++
+

 

1S -ի և 2S -ի համար անմիջապես ստանում ենք՝ 

( ) :22     , 2222
21 vuxyyxyxSuyxS −=−+=+==+=  

Գիտենալով 1S -ը և 2S -ը, (1) բանաձևի միջոցով կգտնենք 3S -ը, 

այնուհետև՝ 4S -ը և այլն:  

Ստորև ներկայացվում է x  և y  փոփոխականներից աստիճանային 

մի քանի գումարների արտահայտությունները՝ yxu +=  և xyv = -ի 

միջոցով.             

,uv3uyxS 333
3 −=+=

      
,v2vu4uyxS 22444

4 +−=+=  

,uv5vu5uyxS 23555
5 +−=+=  

:v2vu16vu20vu8uyxS

,uv7vu14vu7yxS

,v2vu9vu6uyxS

432246888
8

323577
7

3224666
6

+−+−=+=

−+−+=

−+−=+=
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Օ ր ի ն ա կ  3: Բազմանդամը ներկայացնենք հիմնական սիմետրիկ 
բազմանդամների միջոցով. 

 

ա) ( ) ( ) =+−+=+−− 322344432234 2222 yxyxxyyxxyyxyxyx   

      ( ) ( ) ( ) :23232 223232233 uvuvvuuvuvuvyxyxyxxy −−=−−=+−+=  

բ)    ( ) ( )−+++=++++−+ 334443222234 44454 xyyxyxyxyyxxyyxyxx   

      
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) :1152424
545

2422224

222442222

vuvuvuvvuvvvuu
yxxyxyyxxyyxyxxyyx

−+=+−−++−=

=++−+++=++−
 

Անենք որոշ նկատառումներ նաև երեք՝ zyx ,,  փոփոխականներից 

կազմված  ...,3,2,1, =++= nzyxA nnn
n  

աստիճանային գումարնե-
րի վերաբերյալ: 

Համառոտության համար, հիմնական սիմետրիկ բազմանդամների 
համար կատարենք նշանակումներ՝ 

:,, wxyzzxyzxyzyx =ω=++σ=++  

Արտածենք անդրադարձ բանաձև wAAA nnn ,,,,, 12 ωσ++  մեծու-

թյունների միջև, որտեղ :Nn ∈  Ունենք՝ 
 

( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )[ ( )
( )] ( ) ( )[

( ) ( )] ( )
( ) ( )( ) ( ):111333

111111

111333111

122122122

333222222

333222

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnn

zyxxyzyzxzxyzyxzyx
zyxxyzzyxyzzyxxz

zyxxyzyxxyzxzyyzx
yzxyzzyxzyxzzyxyzxyyx

zyxyzxzzyxyzxyx
zyxzyxzyx

++−+++++++=
=++−++++++

++++++=++−
−+++++++++

+++=++++++

+++=++++

++++++

++++++

+++++++++

+++++++++

+++++++++

++++++

 
 

Այսպիսով, վերն արված նշանակումների համաձայն կունենենանք՝ 
,132 wAAAA nnnn −ω+=σ +++  

որտեղից՝         

:123 nnnn wAAAA +ω−σ= +++          (2) 
Նկատենք, որ 
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( ) ( ) ,22

,
22222

2

1

ω−σ=++−++=++=

σ=++=

xzyzxyzyxzyxA

zyxA
 

( )( ) ( )[
( ) ( ) ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )][ +++++++++−
−++⋅++=−++++++

+++−++++=++=

xyzyxzzxzyzyxyyzxzxyx
zyxzyxxyzxyzyzxzxyzzyxy

xyzzxyxzyxzyxzyxA
2222222

22222333
3

3

( )( ) ( )( )
( ) :33323

33
32

2

222

wwwA
xyzzyxyzxzxyzyxzyxxyz

+σω−σ=+σω−ω−σσ=+σω−σ=
=+++++−++++=+

 
 

Հիմքում ունենալով 21 , AA  և 3A -ի արտահայտությունները, (2) 

բանաձևի շնորհիվ, հիմնական սիմետրիկ բազմանդամների միջոցով 

կարող ենք ներկայացնել նաև 4A -ը, 5A -ը և այլն: 
 

Օրինակ 4:  ( ) 444,, zyxzyxf ++=  սիմետրիկ բազմանդամը ներ-

կայացնենք հիմնական սիմետրիկ բազմանդամների միջոցով: 
Լուծում: Օգտվելով (2) բանաձևից, կարող ենք գրել՝ 

:1234 wAAAA +ω−σ=  

Վերևում ստացված արդյունքներից կունենանք՝ 
( ) ( ) :244233 22423444 ω+σ+ωσ−σ=σ+ω−σω−+σω−σσ=++ wwwzyx

 
ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ 

 
1. Բազմանդա՞մ է արդյոք տրված արտահայտությունը, որտեղ 

zyx ,, -ը փոփոխականներ են, իսկ cba ,, -ն՝ հաստատուններ:  

 ա) ,105,075 424 ++− yyxx  բ) ,544 yzyyx ++  

 գ) ,255,1 324 zxz
a

z +−  դ)  ,22 xy
ba

cy
ca

bx
cb

a
+

+
+

+
+

 

 ե) ,5 525,24 yyxxy ++  զ) ,874535 +++ zcxybyxa  

 է) 3 4 5 3 2 28 4 :z x x z x y−− + +  
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2. Նշել բազմանդամի աստիճանը. 
 

 ա) ( ) ,253, 1065247 yyxyxxyxP +−+=  

 բ) ( ) ,,, 206428210 azyxzyxzyxE +−+=  

 գ) ( ) ,53, 6537294 ycyxbxayxF +−=  

 դ) ( ) :4, 62457 −++= zxzyxyxG  
 

3. Հետևյալ բազմանդամներից որո՞նք են համասեռ. 
 

 ա) ( ) ,5, 1951520 xyyxxyxf ++=   

 բ) ( ) ,8,, 33 +−+= xyzyxzyxg  

 գ) ( ) ,,, 6333224 xzczyxbzyaxzyxF ++=  

 դ) ( ) ,, 26828 xzzyxzxG ++=  

 ե) ( ) ,,, 3333 xyzttxztyzxyzyxH −+++=  

 զ) ( ) :, 333 xyzzyxzy +++=ϕ  
 
4. Հետևյալ բազմանդամներից որո՞նք են սիմետրիկ. 

 ա) ( ) ,, 2244 xyyxyxyxF −−+=   

 բ) ( ) ,,, 222 xzzyyxzyxG ++=  

 գ) ( ) ,,, 1088810 zxyzzxyyzxxzyxE ++++=  

 դ) ( ) ,166, 73121237 ++++= yxyxyxyxH  

 ե) ( ) ,, 2333 axyzyxzxf +++=  

 զ) ( ) :4, 535 −++++= yxttyxtxg  

5. Նշել 4321 ,,, xxxx  փոփոխականներից կազմված հիմնական   սի-

մետրիկ բազմանդամները: 
6. Բացահայտել՝ սիմետրի՞կ է արդյոք տրված արտահայտությունը     

( zyx ,, -ը փոփոխականներ են). 

 ա) ,311 xy
yx

−+           բ) ,
x
z

z
y

y
x ++   
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 գ) ,222 y
xz

x
zy

z
yx +++++

      

դ) ,522 −+−+ yxyx    

 ե) ,33

3

yx
yx

x
y

y
x

−
−

++          զ) ,222

222

zyx
xyzxzyyzx

++
++

 

 է) ,222

323

xzzyyx
zyx

++
++

         ը) ,
xz
xz

zy
zy

yx
yx

−
++

−
++

−
+

 

թ) 
( ) ( ) ( )

:222 zy
x

zx
y

yx
x

−
+

−
+

−
 

  
Բազմանդամն արտահայտել u -ի և v -ի միջոցով, որտեղ ,yxu +=  

xyv =  (7-11). 

7. :22 yxyx +−    8. :33 xyyx +          

9. :432234 xyyxyxyx +−−   10. :232 3223 yxyxyyxx +−+−  

11. −+−+−+ 223222345 3532 yxyxyxyxyxx   :527 53422 yxyxyyx +−+  

Բազմանդամն արտահայտել հիմնական սիմետրիկ բազմանդամնե-
րի միջոցով (12-15). 
12. ( ) :,, 333 xyzzxyyzxzyxP ++=     

13. ( ) :,, 222222 xzzyyxzyxF ++=  

14. ( ) :,, 222222 yzzyxzzxxyyxzyxG +++++=  

15. ( ) :,, 555 zyxzyxH ++=  
 

Արտահայտությունը ներկայացնել հիմնական սիմետրիկ բազման-
դամների միջոցով (16-21). 

16.  ( ) :,
x
y

y
xyxf +=   

17.  ( ) :, 22 x
y

y
xyxf +=  
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18.  ( ) ( ) :22, 2

22

yx
yxyxyxf

−
+−=   

19. ( ) ( )( )( ):111,, zyxzyxf +−−=   

20.  ( ) ( )( )( ):,, xzzyyxzyxf +++=  

21.  ( ) ( )( )( ) :222,, yxzzxyzyxzyxf −−−−−−=  
 

22. Գտնել 0196 23 =+−− xxx  հավասարման արմատների խորա-
նարդների գումարը: 
 

23. Մաթեմատիկական ինդուկցիայի մեթոդով ապացուցել, որ ցանկա-
ցած բնական n -ի դեպքում nn yx +  բազմանդամը կարելի է ներկա-
յացնել yx +  և xy  հիմնական սիմետրիկ բազմանդամների 

միջոցով: 
 

24. Ապացուցել, որ k  հատ փոփոխականներից կազմված երկրորդ աս-

տիճանի հիմնական սիմետրիկ բազմանդամն ունի 
( )

2
1−kk

 գումա-

րելի (այլ կերպ՝ անհրաժեշտ է ապացուցել, որ k  տարր պարունա-
կող բազմության բոլոր այն ենթաբազմությունների քանակը, որոն-
ցից յուրաքանչյուրը բաղկացած է ճիշտ երկու տարրից, հավասար է 

( )
2

1−kk
): 
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§2. ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՀԱՄԱԿԱՐԳԵՐ 
 

1. Հիմնական հասկացություններ։   
Համարժեք հավասարումներ և համակարգեր 

 
Այստեղ դիտարկվելու են մեկից ավելի փոփոխականներով հավասա-

րումներ£ Շարադրանքի հարմարության նպատակով խոսելու ենք երկու 
փոփոխականներով  հավասարումների և հավասարումների համակար-
գերի մասին£ Բերվող փաստերը նույնությամբ վերաբերվում են ցանկա-
ցած տառերով նշանակված« ցանկացած քանակությամբ փոփոխականնե-
րով հավասարումներին և հավասարումների համակարգերին£ 

x  և y  երկու փոփոխականներով հավասարումը գրառվում է հետ-
ևյալ տեսքով՝  

( )yxf ; = ( )yxg ; «            (1) 
որտեղ ( )yxf ; -ը և ( )yxg ; -ը x  և y  փոփոխականներով արտահայ-
տություններ են1£ 

(1) հավասարման լուծում կոչվում է այնպիսի ( )oo yx ;  կարգավոր-

ված թվազույգը« որ 0x -ն x -ի և 0y -ն y -ի  փոխարեն տեղադրելով 

այդ հավասարման մեջ« ստացվում է ճիշտ հավասարություն՝ 
( ) ( )oooo yxgyxf ;; = : 

Օրինակ«  ( ) ( ) ( )5 ;3   ,4 ;0   ,0 ;2 −  և ( )5 ;3−  թվազույգերը 

42 =− yx             

հավասարման լուծումներ են« իսկ ( ) ( )4 ;1  , 2 ;0   թվազույգերը՝ ոչ£ 
Լուծման սահմանումը ենթադրում է« որ փոփոխականները տրված 

են որոշակի կարգով£ Դիտարկվող օրինակի թվազույգերում x  փոփո-
խականը համարվում է առաջինը« իսկ y  փոփոխականը՝ երկրորդը£ 

«Թվերի զույգ» կամ «թվազույգ» ասելով, միշտ նկատի է առնվում թվերի 

                                                 
1 Եթե պահանջվում է գտնել բոլոր այն (x ; y) թվազույգերը, որոնց դեպքում ճիշտ է (1) 
հավասարությունը, ապա այդ հավասարությունն (առաջադրությունը) անվանում են x և  y 
երկու փոփոխականներով (անհայատներով) հավասարում։  
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կարգավորված զույգ։ ( )0 ;4−  թվազույգը տարբերվում է ( )4 ;0 −  թվա-
զույգից և, ի տարբերություն դրանից, (1) հավասարման լուծում չէ: 

Երկու հավասարումներ կոչվում են համարժեք, եթե նրանք ունեն 
լուծումների միևնույն բազմությունը2: 

 

Օրինակ, (1) հավասարումը համարժեք է 
42 −= xy  

հավասարմանը£ Այդ երկու հավասարումներից յուրաքանչյուրի լուծում-

ների բազմությունը ( )4 ; 2 −aa  տեսքի թվազույգերի բազմությունն է« 
որտեղ a -ն ցանկացած իրական թիվ է£ 

Այն փաստը« որ երկու հավասարումներ համարժեք են« գրի են առ-
նում համարժեքության ⇔  նշանի օգնությամբ (ինչպես դա արվում է 
մեկ փոփոխականով հավասարումների դեպքում)£ Օրինակ՝ 

44 22 −=⇔=− xyyx « 

( ) ( ) ( ) ( ) 0;;;; =−⇔= yxgyxfyxgyxf £ 
Վերջին պնդման շնորհիվ« չխախտելով քննարկման ընդհանրու-

թյունը« կարելի է համարել« որ երկու փոփոխականներով հավասարումը 
գրառվում է 

( ) 0; =yxF           (2) 
տեսքով (աջ մասը զրո է)£ 
 

Մեկ փոփոխականով հավասարումների համարժեքության վերաբեր-
յալ հատկությունները, որոնք ձեզ հայտնի են, ուժի մեջ են մնում նաև եր-
կու և ավելի փոփոխականներով հավասարումների դեպքում։ 

Երբեմն նպատակահարմար է (2) հավասարմանը տալ երկրաչափա-

կան մեկնաբանություն£ Դիցուք՝ (2) հավասարման բոլոր ( )yx;  լուծում-

ները պատկերված են թվային հարթության կետերով£ Այդպիսի բոլոր 
կետերի բազմությունն անվանում են (2) հավասարման գրաֆիկ£ Հակա-
դարձաբար, եթե կոորդինատային հարթության վրա տրված կորի (գծի) 
ցանկացած (x; y) կետի կոորդինատները բավարարում են F(x; y) = 0 հա-
վասարմանը և այդ կորին չպատկանող և ոչ մի կետի կոորդինատներ չեն 

                                                 
2 Այդպիսի սահմանում տրվել է մեկ փոփոխականով հավասարումների համար։  
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բավարարում այդ հավասարմանը, ապա ասում են, որ F(x; y) = 0-ն այդ 
կորի հավասարումն է։ Ընդհանուր դեպքում (2)  տեսքի հավասարում-
ներն ունեն անվերջ բազմությամբ լուծումներ« որոնք թվային հարթության 
վրա պատկերվում են անընդհատ (ընդհատումներ չունեցող) գծերի 
տեսքով£ Օրինակ՝ 012 =+− yx  հավասարման գրաֆիկը ուղիղ է (նկ© 

1)« 42 =− yx  հավասարման գրաֆիկը պարաբոլ է (նկ© 2)« իսկ 

422 =+ yx  հավասարման գրաֆիկը ( )0 ;0  կենտրոնով և 2=r  

շառավղով շրջանագիծն է (նկ© 3)£ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Նկ. 1        նկ. 2   

 
Ընդունված է ասել« որ երկու՝ x  և y  փոփոխականներով (ան-

հայտներով) մի քանի հավասարումներ կազմում են համակարգ3« եթե  

պահանջվում է գտնել բոլոր այն ( )yx;  թվազույգերը« որոնցից յուրա-

քանչյուրը բավարարում է բոլոր այդ հավասարումներին£ 
Ընդունված է համակարգի մեջ մտնող հավասարումները գրել 

իրար տակ և միացնել ձևավոր փակագծով, այսինքն՝ այն փաստը« որ  

( ) ( ) ( ) 0;       ...,        ,0;       ,0; 21 === yxFyxFyxF m  

 հավասարումները կազմում են համակարգ« գրառվում է այսպես՝ 
 

                                                 
3 Եթե տրված են մի քանի հավասարումներ՝   fk(x; y) = gk(x; y), որտեղ  k = 1, 2, ... , m, 
 ապա կարելի է կազմել նոր առաջադրություն՝ «Տրված բոլոր հավասարությունները ճիշտ 
են»։ Այս առաջադրությունը կոչվում է տրված հավասարումներից կազմած հա-
վասարումների համակարգ։ 

 x

 y

 0

 2

 -1

 y = 2 x + 1

 x

 y

 0  2 -2

 -4

y

x 0  2 -2

 -2

 2

 
նկ. 3 
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( )
( )

( )









=

=
=

:0;
.....................

,0;
,0;

2

1

yxF

yxF
yxF

m

 

Երկու փոփոխականներով հավասարումների համակարգի լուծում 
կոչվում է այնպիսի կարգավորված թվազույգ« որը համակարգի մեջ 
մտնող յուրաքանչյուր հավասարման լուծում է£  

Պարզ է« որ համակարգի լուծումների բազմությունը ոչ այլ ինչ է« քան 
համակարգի մեջ մտնող բոլոր հավասարումների լուծումների  բազմու-
թյունների հատումը£ 

Համակարգը լուծել՝ նշանակում է գտնել նրա բոլոր լուծումները 
կամ ապացուցել« որ այն լուծում չունի£ 

Համակարգի լուծումների բազմությունը« մասնավորաբար« կարող 
է լինել դատարկ£ Այդ դեպքում ասում են« որ համակարգը լուծում չու-
նի կամ՝ համակարգն անհամատեղ է£ 

Հավասարումների երկու համակարգեր կոչվում են համարժեք« 
եթե նրանք ունեն լուծումների միևնույն բազմությունը£  

Հավասարումների համակարգեր լուծելիս աշխատում են հավասա-
րումների տրված համակարգը, որոշ ձևափոխությունների միջոցով, հա-
ջորդաբար փոխարինել նրան համարժեք ավելի ու ավելի պարզ համա-
կարգերով՝ մինչև ստացվի այնպիսի համակարգ« որի լուծումները հնա-
րավոր լինի գտնել առանց դժվարության£ Այդ ընթացքում օգտվում են« 
մասնավորապես« հետևյալ կանոններից. 

 

1օ© Փոխար ի ն մա ն  կա ն ո ն £  Եթե համակարգում հավասա-

րումներից մեկը փոխարինվի իրեն համարժեք հավասարումով« ապա 

կստացվի սկզբնականին համարժեք համակարգ։ 
 

2օ© Տ ե ղա դ ր մա ն  կա ն ո ն £  Եթե համակարգի հավասարում-
ներից մեկն ունի Ax =  տեսք (որտեղ A -ն՝ x  չպարունակող 

կամայական արտահայտություն է), ապա, համակարգի մյուս բոլոր 

հավասարումներում x  փոփոխականը փոխարինելով A  արտա-
հայտությամբ, կստանանք սկզբնականին համարժեք համակարգ։ 
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3օ© Գո ւ մա ր մա ն  կա ն ո ն £  Եթե համակարգի մեջ մտնում են 
BA =  և DC =  

հավասարումները ( A -ն« B -ն« C -ն և D -ն՝ փոփոխականներով 
արտահայտություններ են)« ապա այդ հավասարումներից մեկը« 
օրինակ« երկրորդը« կարելի է փոխարինել 

DBCA +=+  
հավասարումով£ Կստացվի տրվածին համարժեք համակարգ£  

Այս կանոնը բանավոր այսպես են արտահայտում© 
Համակարգի ցանկացած հավասարում կարելի է փոխարինել այն-

պիսի հավասարումով« որն ստացվում է՝ այդ հավասարմանը գումա-

րելով համակարգի ցանկացած ուրիշ  հավասարում£ 
Օրինակ՝ 





=++−
=++

22
,1

zyx
zyx

       (3) 

համակարգը համարժեք է 





=+
=++
332

,1
zy
zyx

        

համակարգին« որտեղ երկրորդ հավասարումն ստացվել է (3) համա-
կարգի երկրորդ հավասարումն առաջինին գումարելով£ 

 

Դիտո ղ ո ւ թ յ ո ւ ն £  Դիցուք, ( ) ( )yxgyxf ;; =  և ( ) ( )yxyxh ;; ϕ=  

տրված համակարգի որևէ երկու հավասարումներ են£ Եթե համա-
կարգի մեջ դրանցից մեկը փոխարինենք 

( ) ( ) ( ) ( )yxqyxpgyxqhyxpf ;;;; ϕ+=+  

հավասարումով« որտեղ p -ն և q -ն զրոյից տարբեր ցանկացած թվեր 

են« ապա ստացված համակարգը համարժեք կլինի տրվածին£ Այդ 
պնդումը 1-ին և 3-րդ կանոնների հաջորդաբար կիրառման արդյունքն 
է£ Այդպիսի ձևափոխությունն անվանում են գծային ձ&ափոխություն£ 
Մասնավորաբար« ընդունելով  ,1=p  1 −=q « գծային ձևափոխու-
թյան արդյունքում կունենանք հանման կանոնը© 
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Համակարգի ցանկացած հավասարում կարելի է փոխարինել այն-

պիսի հավասարումով« որն ստացվում է՝ այդ հավասարումից հանե-

լով համակարգի ցանկացած այլ հավասարում£ 
Գումարման և հանման կանոնները երբեմն նշվում են մեկ ան-

վանումով՝ հանրահաշվական գումարման կանոն£ Հավասարումների 
համակարգեր լուծելիս հաճախ է կիրառվում գծային ձևափոխության 
օրենքը։ 
Ասում են, որ x և y երկու փոփոխականներով մի քանի հավասարում-
ներ կազմում են համախումբ, եթե պահանջվում է գտնել բոլոր այն    
(x; y) թվազույգերը, որոնցից յուրաքանչյուրը տրված հավասարումնե-
րից գոնե մեկի լուծում է։ Այն փաստը, որ ( ) ( )yxgyxf ;; 11 =  և 

( ) ( )yxgyxf ;; 22 =  հավասարումները կազմում են համախումբ, գրառ-
վում է այսպես՝ 

( ) ( )
( ) ( )




=
=

yxgyxf
yxgyxf

;;
,;;

22

11  

       կամ « ; » նշանի օգնությամբ՝ 
( ) ( ) ( ) ( )yxgyxfyxgyxf ;;   ; ;; 2211 ==  

Հավասարումների համախմբի լուծումների բազմությունը, ըստ 
էության, համախմբի մեջ մտնող բոլոր հավասարումների լուծումների 
բազմությունների միավորումն է։ 
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ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ 
 

1. Բերել երկու փոփոխականով հավասարման այնպիսի օրինակ« 
որ. 
ա) լուծում չունենա«  
բ) ունենա ճիշտ մեկ լուծում«  
գ) ունենա ճիշտ երկու լուծում«  
դ) ունենա ճիշտ երեք լուծում«  
ե) ունենա ճիշտ 200 լուծում«  
զ) ունենա անվերջ շատ լուծումներ£ 

   

Կոորդինատային հարթության վրա պատկերել բոլոր այն կետերի 
բազմությունը« որոնց կոորդինատները բավարարում են տրված պայ-
մանին (2-9)© 

2.  ( ) ( ) :03 1 =−+ yx     3. :32 xyy =   4. :04
22

2

=
+
−

yx
xyx

  

5. :0
16

8
2

2

=
−

+−
y

xy

  
6. :22 xxy −=  7. 5=+ yx £ 

8. :144 22 −=− xyx   9. :8222 +=+ yyx  
 
 Համարժե՞ք են արդյոք հետևյալ համակարգերը (10-16). 

10. 
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32
,0 2

yx
yxy
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¨  
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:4923
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723
,52
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¨  

12. 
( ) ( )
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5
,1 2222
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13. 
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14. 
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−=+

:
,45

              
0

,25
yx
yx
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¨  

15. 






=

=
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=

:
,

                        
,

24
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2

2

xy
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xy
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¨  

16. 
( )( ) ( )

  
825

,4 
22

2222







=+−

+−=−+−

yxyx

yxyxyxyxyx
    





−

=−

:5
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  2 xyx
yx
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17. Ապացուցել, որ 

             

( )
( )

( )
( ) ( )




=+
=

⇔




=
=

,0;;
,0;

0;
,0;
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1

2

1

yxqfyxpf
yxf

yxf
yxf

  

 որտեղ 0≠q  ( p -ն ցանկացած թիվ է)£ 

  
 Ապացուցել« որ եթե 0≠ab « ապա (18-20). 

18. 
( )
( )

( )
( ) ( )
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19. 
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21. Ապացուցել, որ  
( )[ ] ( )[ ]
( )
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 համակարգը 
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 համակարգի հետևանք է£ 



21 
 

22. Ապացուցել, որ
( )
( )




+=+

−=−

yxbyx
yxayx

33

33 ,
 

 համակարգը համարժեք է հավասարումների համակարգերի հե-
տևյալ համախմբին՝ 
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 Ապացուցել պնդումը (23, 24). 

23.
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24. Եթե գոյություն չունի այնպիսի yx,  թվազույգ« որի դեպքում 1f  և 

1g -ը   միաժամանակ դառնան զրո« ապա 
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25. Եթե գոյություն չունի այնպիսի yx,  թվազույգ« որի դեպքում 2f  և 

2g -ը միաժամանակ դառնան զրո« ապա 
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26. Եթե գոյություն չունի այնպիսի x  և y  թվազույգ« որի դեպքում 1f « 

1g « 2f « 2g  արտահայտությունները  միաժամանակ դառնան զրո« 

ապա 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )






=

=
⇔





=
=

:
;
;

;
;

,;;

;;
,;;

2

1

2

1

11

22

11

yxg
yxg

yxf
yxf

yxgyxf

yxgyxf
yxgyxf

 



22 
 

2. Գծային հավասարումների համակարգերի լուծում 
 

nxxx ,...,, 21  փոփոխականներով գծային հավասարում կոչվում է 
հետևյալ տեսքի հավասարումը՝ 

bxaxaxa nn =+++ ...2211 £    (1) 

Ցածր դասարաններից դուք ծանոթ եք x  և y  երկու փոփոխականնե-
րով  

cbyax =+  

տեսքի գծային հավասարումներին« որտեղ պահանջվել է« որ a  և b  գոր-
ծակիցներից գոնե մեկը զրո չէ£ Այժմ դա նպատակահարմար չէ£ Գծային 
հավասարում անվանելու ենք (1) տեսքի ցանկացած հավասարում£ 
Միայն նկատենք« որ 

0...21 ===== baaa n  

դեպքում թվերի ցանկացած ( )nxxx ,...,, 21  խումբ (1) հավասարման 

համար լուծում է« իսկ 

0     ,0...21 ≠==== baaa n  

դեպքում (1) հավասարումը ոչ մի լուծում չունի£ 
Տեսնենք« թե գծային հավասարումների համակարգեր լուծելիս 

ինչպես են կիրառվում 1-ին կետում ձևակերպված կանոնները£ Դիտար-
կենք այնպիսի համակարգեր« որոնց մեջ անհայտների քանակը փոքր չէ 
երեքից4£ 

Օրինակ 1£ Լուծենք հետևյալ  համակարգը՝ 








=+−
−=−+−

=+−

:134
,251083

,10442

zyx
zyx

zyx
          (2) 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ£  Այս համակարգը ձևափոխենք համարժեք համակարգի 
այնպես« որպեսզի առաջին հավասարման մեջ x  փոփոխականի գոր-
ծակիցը հավասար լինի 1-ի« իսկ մյուս հավասարումների մեջ x -ը£ Այդ 

                                                 
4 Երկու փոփոխականներով գծային հավասարումների համակարգերի լուծումները ծանոթ 
են ցածր դասարաններից։ 
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նպատակով« (2) համակարգի առաջին հավասարումն անդամ առ ան-
դամ բաժանենք x -ի գործակցի վրա« այսինքն՝ 2-ի£ Կստանանք նոր հա-
մակարգի առաջին հավասարումը՝ 

522 =+− zyx £ 

Այս հավասարումը« նախապես բազմապատկելով 3-ով« անդամ առ 
անդամ գումարենք սկզբնական համակարգի երկրորդ հավասարմանը 
և« նախապես բազմապատկելով –4-ով« գումարենք տրված համակարգի 
երրորդ հավասարմանը£ Կստանանք տրվածին համարժեք համակարգ« 
որի մեջ x  փոփոխականն արտաքսված կլինի երկրորդ և երրորդ հա-
վասարումներից՝ 








−=−
−=−

=+−

:1975     
,1042     

,522

zy
zy
zyx

          (3) 

(3) համակարգի երկրորդ և երրորդ հավասարումները պարունակում 
են միայն y  և z  փոփոխականները£ Երկրորդ հավասարումն անդամ առ 

անդամ բաժանելով 2-ի« կստանանք՝ 
     52 −=− zy  

հավասարումը« որի մեջ y  փոփոխականի գործակիցը հավասար է 1-ի£ 

Այս հավասարումը նախապես բազմապատկելով –5-ով« անդամ առ ան-
դամ գումարենք (3) համակարգի երրորդ հավասարմանը« կստանանք՝ 

          63 =z £ 
Արդյունքում ստացանք այսպիսի համակարգ՝ 









=
−=−

=+−

:63            
,52       

,522

z
zy
zyx

          (4) 

Վերջին հավասարումը բաժանելով 3-ի« ստանում ենք« վերջապես« 
հետևյալ համակարգը՝ 
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=
−=−

=+−

,2              
,52       

,522

z
zy
zyx

         (5) 

որի մեջ անկյունագծի վրա գտնվող գործակիցները հավասար են 1-ի« 
իսկ անկյունագծից դեպի ձախ գտնվող գործակիցները՝ զրոյի (դրանք 
չենք գրում)£ Այսպիսի համակարգը հեշտությամբ է լուծվում՝ 

:1225  ,125  ,2 −=−+=−=+−== zyxzyz  

Պատասխան՝  ( )2;1;1 −− £ 
 

(5) տեսքի համակարգը կոչվում է եռանկյուն համակարգ£ Գծային 
հավասարումների համակարգերի լուծման այս եղանակն անվանում 
են հաջորդաբար արտաքսման կամ Գաուսի մեթոդ£  

 

Օր ի նա կ   2£ Հետևյալ համակարգը լուծենք Գաուսի մեթոդով. 
 

  











−=++−
=−+−
−=+−−

=−+−

4123
,244685
,11352

,632  

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

   (6) 

 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ ։ Համակարգի առաջին հավասարումը նախապես բազ-
մապատկենք –2-ով և անդամ առ անդամ գումարենք երկրորդ հավա-
սարմանը£ Այնուհետև« բազմապատկենք առաջին հավասարումը –5-
ով և գումարենք երրորդ հավասարմանը£ Վերջապես« առաջին հավա-
սարումը բազմապատկենք –3-ով և ստացված հավասարումը գումա-
րենք չորրորդ հավասարմանը£ Այդ դեպքում (6) համակարգը կբերվի 
իրեն համարժեք հետևյալ համակարգին՝ 

 











−=+−
−=++
−=+−

=−+−

:222125        
,6112        

,2375-        
,632  

432

432

432

4321

xxx
xxx
xxx

xxxx

         (7) 
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Վերն արված ձևափոխությունների շնորհիվ 1x  փոփոխականն 

արտաքսվեց համակարգի երկրորդ« երրորդ և չորրորդ հավասարում-
ներից£ Այնուհետև« (7) համակարգի վերջին երեք հավասարումները ձ-
ևափոխենք այնպես« որ նոր համակարգի երրորդ և չորրորդ հավասա-

րումները չպարունակեն 2x  փոփոխականը£ Դրա համար այդ համա-

կարգի երկրորդ հավասարումը բազմապատկենք 2-ով և ստացված հա-
վասարումը գումարենք երրորդ հավասարմանը« իսկ հետո երկրորդ հա-
վասարումը բազմապատկենք 5-ով և ստացված հավասարումը գումա-
րենք չորրորդ հավասարմանը£ Արդյունքում կունենանք (7) համակար-
գին համարժեք հետևյալ համակարգը՝ 

 











−=+
−=+
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:1375627x-             
,52259-               

,2375-        
,632  

43

43

432

4321

x
xx

xxx
xxxx

         (8) 

 

Այժմ« (8) համակարգի երրորդ հավասարումը բազմապատկենք –3-
ով և ստացված հավասարումը գումարենք չորրորդին£ Այդ դեպքում 
համակարգը կընդունի հետևյալ տեսքը՝ 

 











=
−=+
−=+−

=−+−

:1919-                      
,52259-             
,2375-        

,632  

4

43

432

4321

x
xx
xxx

xxxx

         (9) 

 

(9) համակարգի վերջին հավասարումից գտնում ենք՝ 14 −=x « որից 

հետո երրորդ հավասարումից ստանում ենք՝ 33 =x « երկրորդից կու-

նենանք՝ 12 =x  և« վերջապես« առաջինից՝ 21 =x £ 

Այսպիսով« (1) համակարգն ունի հետևյալ լուծումը՝ 
1   ,3   ,1   ,2 4321 −==== xxxx £ 
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Օր ի նա կ   3£ Լուծենք հավասարումների հետևյալ համակարգը՝ 

  



−=−+−
=+−

:251083
,10442

zyx
zyx

        (10) 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £  Կրկնելով օրինակ 1-ի հաշվումները« ստանում ենք այս-
պիսի համակարգ՝ 





−=−
=+−

:52       
522

zy
zyx

 

z -ը համարելով կամայական« ստանում ենք ընդհանուր լուծումը՝ 

( ) :2522525225
,25

zzzzyx
zy

+−=−+−+=−+=
+−=

 

(10) համակարգն ունի անվերջ բազմությամբ լուծումներ£ 

Պատասխան՝  ( ){ }Rzzzz ∈−− | ;52 ;52 £ 

 
*    *    * 

Երկու փոփոխականներով երկու գծային հավասարումների հա-
մակարգերի հետազոտումն ավելի հստակ և արդյունավետ կլինի, երբ 
այն մեկնաբանվում է երկրաչափորեն (թվային հարթության վրա)£ 

Համարելու ենք« որ համակարգի յուրաքանչյուր հավասարման մեջ 
փոփոխականների գործակիցներից գոնե մեկը զրոյից տարբեր է£ 

Դեռևս ցածր դասարաններից գիտեք« որ երկու փոփոխականներով 
գծային հավասարումը կոորդինատային հարթության վրա պատկե-
րում է որևէ ուղիղ։ Ընդհանուր դեպքում՝ 

  




=+
=+

222

111 ,
cybxa
cybxa

 

համակարգը պատկերվում է ուղիղների զույգով։ Նրանք կա՛մ հատ-
վում են« կա՛մ զուգահեռ են, կա՛մ համընկնում են£ Առաջին դեպքում 
համակարգը մեկ լուծում ունի (նկ© 4)« երկրորդ դեպքում համակարգի 
լուծումների բազմությունը դատարկ է (նկ© 5)« երրորդ դեպքում համա-
կարգն անվերջ բազմությամբ լուծումներ ունի (լուծումների բազմութ-
յունը թվային հարթության վրա ուղիղ է) (նկ. 6)£ 
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                նկ. 4        նկ. 5 
 
 
 
 
 
 
 

              
                                             նկ. 6    
  

Օր ի նա կ    4£ a  պարամետրի ինչպիսի՞ արժեքի դեպքում 
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=+

32
,1

yax
yx

 

համակարգը լուծում ունի։ 
 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ։  Օգտվենք գծային հավասարումների համակարգի 
երկրաչափական իմաստից£ Համակարգի առաջին հավասարումով 
տրվող ուղղի անկյունային գործակիցը հավասար է -1-ի« իսկ երկրորդ 

հավասարումով տրվող ուղղի անկյունային գործակիցը՝ 
2
a

-ի£ Եթե 

1
2

−≠a
 այսինքն՝ 2−≠a , այդ ուղիղները հատվում են« հետևաբար 

համակարգն ունի միակ լուծում£ 
2−=a  դեպքում ուղիղները զուգահեռ են (քանի որ ունեն 

հավասար անկյունային գործակիցներ) և չեն համընկնում (նկ© 5)« 
հետևաբար համակարգը լուծում չունի£ 

Պատասխան՝  ,Ra ∈ 2−≠a £ 

  

  

 

 

  

  

x

y 

 (x0 ; y0) 

 x 

 y

 0
x

y
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ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ 
 

Լուծել հավասարումների համակարգը և տալ երկրաչափական մեկնա-
բանություն (27-32)© 

27. 
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Ապացուցել« որ ցանկացած a -ի դեպքում տրված համակարգն 
ունի միակ լուծում« և գտնել այդ լուծումը (33, 34)© 

 

 33. 
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a -ի ի՞նչ արժեքների դեպքում համակարգն ունի անվերջ շատ 
լուծումներ (35-38)© 

 

 35. 
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a -ի ի՞նչ արժեքների դեպքում համակարգը լուծում չունի (39-42)© 
 

39. 
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41. 
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( ) ( )
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43. Գտնելի a -ի և b -ի բոլոր այն արժեքները« որոնց դեպքում 
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yx

9
,1243
 

 համակարգը.  ա) չունի լուծում;  բ) ունի անվերջ շատ լուծումներ; 
 գ) ունի միակ լուծում£ 
 

 

Հավասարումների համակարգը լուծել Գաուսի մեթոդով (44-51)© 
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 Օգտվելով Գաուսի մեթոդից« ապացուցել« որ համակարգը 
լուծում չունի (52, 53)© 

 

52. 
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54. Լուծել հավասարումների համակարգը՝ 
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3. Ոչ գծային ռացիոնալ հավասարումներ և համակարգեր 
 
Հավասարումը կոչվում է ռացիոնալ կամ հանրահաշվական« եթե 

նրա ձախ և աջ մասերը փոփոխականների նկատմամբ բազմանդամ-
ներ են կամ նրանց կարելի է ներկայացնել բազմանդամների հարա-
բերության տեսքով£ 

x  և y  փոփոխականներով ռացիոնալ հավասարումներ են« օրի-
նակ՝ 

( ) , 72452 −=−− xxyx   ( ) ,4 13
22

yx
yx

x
y

y
x

+
−+=+    ,22

ba
yxbyax

−
+=− −−  

zyx  , ,  փոփոխականներով ռացիոնալ հավասարումների օրինակ-
ներ են՝ 

,
4

53
2 zyxyzxy +−=−      zyx

x
z

z
y

y
x ++=++     և այլն£ 

Համակարգը կոչվում է հանրահաշվական« եթե նրա մեջ մտնող բո-
լոր հավասարումները հանրահաշվական (ռացիոնալ) են£ 

Նախորդ կետում մենք քննարկեցինք գծային հավասարումների 
համակարգեր£ Այդպիսի համակարգերը պարզագույն հանրահաշ-
վական համակարգեր են£ 
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Սույն կետում դիտարկելու ենք հանրահաշվական այնպիսի համա-
կարգեր« որոնց մեջ մտնող հավասարումներից գոնե մեկը գծային չէ 
(համակարգը կարող է պարունակել նաև գծային հավասարումներ)£ 
Ծանոթանալու ենք այդպիսի համակարգերի լուծման որոշ հնարների« 
առանձնահատուկ տեսք ունեցող որոշ համակարգերի« ինչպես նաև բա-
ցահայտելու ենք լուծման ընթացքում առաջացող որոշ դժվարություննե-
րի հաղթահարման ուղիները£ 

Ոչ գծային հավասարումների համակարգերը քննարկելիս սահմա-
նափակվելու ենք երեք փոփոխականներով (ի տարբերություն գծային 
հավասարումների համակարգերի)£ 

Նախապես անենք որոշ նկատառումներ£ 
1) Երբեմն մեկ հավասարումը համարժեք է լինում երկու հավասա-

րումների համակարգի£ Օրինակ՝ 
( ) ( ) 02 22 =−++ xyx            (1) 

հավասարումը համարժեք է 





=
=+

02–
0,

x
yx

 

համակարգին« քանի որ ոչբացասական թվերի գումարը կարող է զրոյի 
հավասարվել միայն այն դեպքում« երբ նրանք երկուսն էլ հավասար են 
զրոյի£ Հետևաբար« երկու փոփոխականներով (1) հավասարումն ունի 

միակ լուծում՝ ( )2 ;2 − £ 

2) Երբեմն հավասարման լուծումների բազմությունն իրենից ներկա-
յացնում է երկու հավասարումների լուծումների բազմությունների միա-
վորում£ Օրինակ՝ 

04 22 =− yx                     (2) 

հավասարումը համարժեք է 
( ) ( ) 02 2 =−+ yxyx  

հավասարմանը£ Քանի որ արտադրյալը հավասար է զրոյի այն և 
միայն այն դեպքում« երբ բազմապատկիչներից գոնե մեկը հավասար 
է զրոյի« ուստի (2) հավասարման լուծումների բազմությունը 

02 =+ yx   և      02 =− yx  
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հավասարումների լուծումների բազմությունների միավորումն է£ Դրա 
համար էլ 

( )
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931

,04
22

22

yx

yx
 

համակարգը լուծելու համար անհրաժեշտ է լուծել 

( )



=+−

=+

931

,02
22 yx

yx
     և       ( )
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,02
22 yx

yx
 

համակարգերը և վերցնել ստացված բոլոր լուծումները£ 
Հանգունորեն« 

( )
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=−
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,42

22
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yx
yx

 

համակարգի լուծումների բազմությունը 
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133
,22

22 yx
yx

     և      
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,22

22 yx
yx

 

համակարգերի լուծումների բազմությունների միավորումն է£  
Վերն արված դատողությունները հանգեցնում են ևս մեկ հասկացու-
թյան« որը կարևոր դեր է խաղում հավասարումների համակարգեր 
լուծելիս£ 

Դիցուք, հավասարումների համակարգն ունի հետևյալ տեսքը՝ 
( )
( )




=
=

:0,
,0,

2

1

yxf
yxf

   (3) 

Ասում են« որ (3) համակարգը համարժեք է 

( )
( )




=
=

0,
,0,

2

1

yxg
yxg

 (4)  և      
( )
( )




=ϕ
=ϕ

0,
,0,

2

1

yx
yx

  (5) 

համակարգերի համախմբին« եթե (3) համակարգի յուրաքանչյուր լու-
ծումը հանդիսանում է լուծում (4) և (5) համակարգերից գոնե մեկի 
համար և (4)« (5) համակարգերից յուրաքանչյուրի լուծումը նաև (3) 
համակարգի լուծում է£ Այդ նշանակում է« որ (3) համակարգի լուծում-



33 
 

ների բազմությունը համընկնում է (4) և (5) համակարգերի լուծումնե-
րի բազմությունների միավորման հետ£ 

Ասում են, որ x և  y փոփոխականներով հավասարումների մի 
քանի համակարգեր կազմում են համակարգերի համախումբ, եթե 
պահանջվում է գտնել բոլոր այնպիսի (x; y) թվազույգերը, որոնցից 
յուրաքանչյուրը բավարարում է տրված համակարգերից գոնե մե-
կին։ Այդպիսի ամեն մի թվազույգը կոչվում է համակարգերի հա-
մախմբի լուծում։ Համախմբի լուծումների բազմությունն, ըստ 
էության, այդ համախումբը կազմող համակարգերի լուծումների 
բազմությունների միավորումն է։ 

Սովորաբար այդ հասկացությունը կիրառվում է այն դեպքում, երբ 
(3) համակարգի հավասարումներից որևէ մեկի ձախ մասը վերածվում 
է բազմապատկիչների։ 

 
Օր ի նա կ    1£ Լուծենք հավասարումների համակարգը՝ 
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Լ ո ւ ծ ո ւ մ £   Համակարգի առաջին հավասարումից կունենանք՝  
( )22 12 += xy « այսինքն՝ 12 += xy  կամ 12 −−= xy £ 

Հետևաբար« տրված համակարգը համարժեք է համակարգերի 
հետևյալ համախմբին՝ 





=−+

+=

;134
,12

22 xyyx
xy

 




=−+

−−=

:134
,12

22 xyyx
xy

 

Սկզբում լուծենք առաջին համակարգը£ Դրա երկրորդ հավասար-
ման մեջ տեղադրելով 12 += xy « կստանանք՝  

    ( ) ( ) ,1123124 22 =+−++ xxxx  112 2 =++ xx « այսինքն՝ 

( ) 012 =+xx « որտեղից՝ 0=x  կամ 
2
1−=x £ Տեղադրելով x -ի այդ 

արժեքները 12 += xy  հավասարման մեջ« համապատասխանաբար« 
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կստանանք՝ 1=y  կամ 0=y £ Հետևաբար« առաջին համակարգի լու-

ծումները կլինեն՝ ( )1 ;0  և 





− 0;

2
1

£ 

Նույն կերպ լուծելով երկրորդ համակարգը« կստանանք ( )1 ;0 −  և 







− 0 ;

2
1

 թվազույգերը£ 

           Պատասխան՝  ( ) ( )






 −






− 1 ;0 , 0 ;

2
1 , 1 ;0 £ 

 

3) Շատ դեպքերում  ( ) ( )yxgyxf ;; =  հավասարման ձախ և աջ 

մասերը փոփոխականների ոչ բոլոր արժեքների համար իմաստ 
ունեն£ Օրինակ, թեև 

2=
x
y

            (6) 

հավասարման ձախ մասն իմաստ չունի միայն 0=x  արժեքի դեպ-

քում, այնուամենայնիվ 2=
x
y

 հավասարումը համարժեք չէ xy 2=  

հավասարմանը£ (6) հավասարման լուծումների բազմությունը բաղ-
կացած է ( )aa 2 ;  տեսքի բոլոր զույգերից« բացառությամբ ( )0 ;0  

զույգից£ Ճիշտ կլինի այսպիսի համարժեքությունը՝ 





≠
=

⇔=
,0

,2
2

x
xy

x
y

 

որտեղ աջ մասում գրված է մի համակարգ« որը բաղկացած է մեկ 
հավասարումից և մեկ անհավասարումից£ Նաև ասում են« որ (6) 
հավասարությունից հետևում է xy 2=  հավասարությունը՝ 

xy
x
y 22 == £ 

(6) հավասարման համար xy 2=  հավասարումն անվանում են 

արտածյալ հավասարում կամ հետ&անք£ Տանք այդ հասկացության 
ընդհանուր սահմանումը£ Դիցուք՝ որոշ ձևափոխություններից հետո 
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( ) ( )yxgyxf ;; =         (7) 

հավասարումից ստացվել է 

( ) ( )yxgyxf ;; 11 =        (7՚ ) 
հավասարումը£ Եթե (7) հավասարման ամեն մի լուծում լուծում է 
նաև (7՚ ) հավասարման համար« ապա (7) հավասարման համար (7՚ ) 
հավասարումն անվանում են արտածյալ հավասարում կամ 
հետևանք£ Այդ փաստը գրառում են այսպես՝ 

( ) ( ) ( ) ( )yxgyxfyxgyxf ;;;; 11 == : 

Նաև ասում են« որ ( ) ( )yxgyxf ;; =  հավասարությունից հետևում 

է ( ) ( )yxgyxf ;; 11 =  հավասարությունը£ 

Այդ հասկացության սահմանումը նույն ձևով տրվում է նաև համա-
կարգերի համար£ 

 
 
Այն պնդումը« որ 

( ) ( )
( ) ( )




ϕ=
=

yxyxh
yxgyxf

;;
,;;
 

համակարգի համար 

( ) ( )
( ) ( )




ϕ=
=

yxyxh
yxgyxf

;;
,;;

11

11
 

համակարգը արտածյալ (հետևանք) համակարգ է« գրառում են այսպես՝ 
( ) ( )
( ) ( ) 





ϕ=
=

yxyxh
yxgyxf

;;
,;; ( ) ( )

( ) ( )



ϕ=
=

:;;
,;;

11

11

yxyxh
yxgyxf

 

Համակարգի հետևանք կարող է լինել նաև մեկ հավասարում£  
Օրինակ՝  

1545
62

,953
=−





=+
=−

yx
yx
yx

  

(որպես համակարգի հավասարումների գումար)£ 
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Հավասարումների համակարգերը լուծելիս համարժեք համակարգե-
րի անցնելու փոխարեն կարելի է անցնել արտածյալ համակարգերի£ 
Սակայն հետո հարկավոր է ստուգել արտածյալ համակարգի ստացված 
լուծումները£ 

 
Օր ի նա կ  2£ Լուծենք համակարգը՝  





+=
+=

:5
,5

3

3

yxy
yxx

           (8) 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £    Համակարգի հավասարումները մի անգամ գումարե-
լով« այնուհետև հանելով« կունենանք նրան համարժեք հետևյալ հա-
մակարգը՝ 

               

( )
( )




−=−

+=+

:4
,6

33

33

yxyx
yxyx

             (9) 

Ունենք՝ 
     

(9)
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

⇔




=−−++−
=+−+−+

⇔
04 
,06 

22

22

yxyxyxyx
yxyxyxyx

( ) ( )
( ) ( )





=−++−

=−+−+

:04 
,06 

22

22

yxyxyx
yxyxyx

                    (10) 

Քանի որ   ( ) ( ) 




=−+−

=−
⇔=−+−+

06
,0

06 22
22

yxyx
yx

yxyxyx  

և     ( ) ( ) 




=−++

=−
⇔=−++−

,06
,0

04 22
22

yxyx
yx

yxyxyx  

ուստի (10) համակարգը վեր է ածվում (համարժեք է) չորս համակար-
գերի համախմբի՝ 





=−
=+

;0
,0

yx
yx

        




=−++

=+

;04
,0

22 yxyx
yx
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=−+−

=−

;06
0

22 yxyx
yx

 



=−++
=−+−

;04
,06

22

22

yxyx
yxyx

  

        
 Ստացված համախմբի առաջին երեք համակարգերը լուծելով տե-
ղադրման կանոնով« հեշտությամբ կգտնենք հինգ թվազույգ՝ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ):6 ;6  , 6;6  , 2 ;2  , 2 ;2  , 0 ;0 −−−−  

Լուծենք չորրորդ համակարգը£ Այդ համակարգի հավասարում-
ներն իրարից հանելով և հետո գումարելով« կստանանք իրեն համար-
ժեք հետևյալ համակարգը՝ 





=+

−=

:5
,1

22 yx
xy

              (11) 

Այնուհետև կարող ենք գրել՝ 
 

(11)
( ) ( )




=+

−=
⇔





=−+

−=
⇔

3

,1

52

,1
22 yx

xy

xyyx

xy





−=+

−=





=+

−=
⇔

:3

,1
         

3

,1

yx

xy

yx

xy
Ï³Ù  

Վերջին երկու պարզ համակարգերը լուծելով տեղադրման մեթո-
դով« կունենանք ևս չորս լուծում՝ 

,
2

37;
2

37







 +−+
           ,

2
37;

2
37








 −−+−
  

 ,
2

37;
2

37







 −−−
           







 −−−
2

37;
2

37
£ 

Մենք ստացանք (11) համախմբի բոլոր լուծումները« որոնք էլ կլի-
նեն տրված համակարգի լուծումները (ստացված բոլոր ինը թվազույ-
գերը)£ 
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*   *   * 
Հավասարումների համակարգերի լուծման արդյունավետ հնար-

ներից մեկը փոփոխականի փոխարինման (նոր փոփոխականի 

ներմուծման) եղանակն է£ 
Փոփոխականների փոխարինման մեթոդի էությունը կայանում է 

հետևյալում£ Եթե 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ),;   ;;;

,;   ;;;

2122

2111

yxyxfyxF
yxyxfyxF

ϕϕ=
ϕϕ=

 

ապա 

  
( )
( )




=
=

0;
,0;

2

1

yxF
yxF

                 (12) 

համակարգը նոր՝ ( ) ( ) vyxuyx =ϕ=ϕ ;  ,; 21  փոփոխականների միջո-
ցով կարելի է գրառել 

( )
( )




=
=

0;
,0;

2

1

vuf
vuf

 

տեսքով£ 

Դիցուք ( ) ( ) ( )nn vuvuvu ;  ...,  ,;  ,; 2211 -ը վերջին համակարգի լու-
ծումներն են£ Այդ դեպքում խնդիրը հանգեցվում է համակարգերի հե-
տևյալ համախմբի լուծմանը՝ 

( )
( )

( )
( )

( )
( )




=ϕ
=ϕ





=ϕ
=ϕ





=ϕ
=ϕ

:;
,;

     ;  ...     
;;
,;

     
;;
,;

2

1

22

21

12

11

n

n

vyx
uyx

vyx
uyx

vyx
uyx

 

Այդ համախմբի լուծումների բազմությունն էլ հենց կլինի (12) հա-
մակարգի լուծումների բազմությունը£ 

 
Օր ի նա կ    3£ Լուծենք համակարգը՝ 










=++

=+
−+

:224

,12
1

3

22

22

y
xyx

x
y

yx
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Լ ո ւ ծ ո ւ մ £   Համակարգի տեսքից պարզ երևում է« որ կարելի է 
ներմուծել նոր փոփոխականներ՝ 

:,122 v
y
xtyx ==−+     

Այդ դեպքում համակարգը կընդունի հետևյալ տեսքը՝ 

  






=+

=+

:214

,123

vt
vt         (13) 

Ստացված համակարգը լուծենք տեղադրման կանոնով£ Նրա երկ-
րորդ հավասարումից ունենք՝ vt 421−= « որը տեղադրելով առաջին  
հավասարման մեջ կստանանք մեկ՝ v  փոփոխականով հավասարում՝ 

:12
421

3 =+
− vv

        (14) 

Ունենք՝ 

(14)
( ) ( )

( ) ( ) ⇔




≠−
=+−

⇔




≠−
−=−+

⇔
0421

,021132
0421

,42142123 2

vv
vv

vv
vvvv

 








=

=

:
2
7v

,3v
 

Հետևաբար« (13) համակարգը համարժեք է համակարգերի հե-
տևյալ համախմբին՝ 





=
=

;9
,3

t
v

           






=

=

:7

,
2
7

t

v
 

Նշանակում է« որ սկզբնական համակարգը համարժեք է հետևյալ 
համակարգերի համախմբին՝ 
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=+

=

;10

,3

22 yx
y
x

 







=+

=

:8

,
2
7

22 yx
y
x

 

Ստացված համակարգերից յուրաքանչյուրը լուծելով տեղադրման 

եղանակով« առաջինից կգտնենք՝ ( ) ( )1 ;3  ,1 ;3 −− « իսկ երկրորդից՝  
 

 ,
53
1064;

53
10614









 









−−

53
1064;

53
10614  թվազույգերը£ 

 

Ստացված չորս թվազույգերն էլ կազմում են տրված համակարգի 
լուծումների բազմությունը£ 

 
*   *   * 

Այժմ ծանոթանանք համակարգերի տեսության մեջ կարևոր դեր 
տանող երկու դասի համակարգերի և նրանց լուծման եղանակներին£ 

 
1° Համասեռ համակարգեր£ Երկու՝ x  և y  փոփոխականներով 

երկու հավասարումների 
 







=+++++

=+++++
−

−
−−

−
−

−−

dxbxybyxbyxbxb
cyaxyayxayxaxa

n
n

n
n

nnn

n
n

n
n

nnn

1
1

22
2

1
10

1
1

22
2

1
10

...

,...
         (S) 

 

տեսքի համակարգը կոչվում է համասեռ (այդ հավասարումների 
ձախ մասերը երկու փոփոխականներով n -րդ աստիճանի համասեռ 
բազմանդամներ են)£  Նշենք« որ այդպիսի համակարգի մեջ մտնող  
հավասարումն անվանում են համասեռ այն և միայն այն դեպքում« 
երբ նրա աջ մասը հավասար է 0-ի ( 0=c  կամ 0=d )£ Համասեռ 
հավասա-րումների համակարգերը լուծվում են երկու հնարների 
համատեղ կիրառմամբ՝ գծային ձևափոխություն և նոր փոփոխակա-
նի ներմուծում£ 
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Օր ի նա կ    4£ Լուծենք հավասարումների համակարգը՝ 





−=+−

=−−

:123
,032

22

22

yxyx
yxyx

 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £   Եթե առաջին հավասարման մեջ տեղադրենք 0=y « 

կստանանք նաև 0=x £ Սակայն ( )0 ;0  թվազույգը չի բավարարում 

համակարգի երկրորդ հավասարմանը£ Նշանակում է՝ 0≠y £ Համա-

կարգի առաջին հավասարման (համասեռ հավասարում է) երկու մա-

սերը բաժանելով 2y -ի վրա« կստանանք 

032
2

=−−







y
x

y
x

 

հավասարումը« որը երկրորդ հավասարման հետ կկազմի տրվածին 

համարժեք համակարգ£ Ստացվում է 
y
x

-ի նկատմամբ 

քառակուսային հավասարում« որտեղից կգտնենք՝ 

1−=
y
x

  կամ  
2
3=

y
x

« 

այսինքն՝ yx −=  կամ yx
2
3= £ Հետևաբար« սկզբնական համակար-

գը համարժեք է համակարգերի հետևյալ համախմբին՝ 





−=+−

−=

;13
,

22 yxyx
yx

   






−=+−

=

:123

,
2
3

22 yxyx

yx
 

Առաջին համակարգից տեղադրությամբ կստանանք 16 2 −=y « 

որն արմատ չունի£ Նույն կանոնով լուծելով երկրորդ համակարգը« 

կգտնենք երկու լուծում՝ ( )2 ;3  և ( )2 ;3 −− « որոնք էլ տրված 

համակարգի լուծումներն են£ 

Պատասխան՝  ( )2 ;3 «  ( )2;3 −− £ 
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Օր ի նա կ    5£ Լուծենք հավասարումների համակարգը՝ 
 





=+−

=−

:7
,5
22

22

yxyx
yx

 
 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £  Առաջին հավասարման երկու մասերը բազմա-
պատկելով 7-ով« երկրորդինը՝ 5-ով« ապա գումարելով« կստանանք՝ 

05212 22 =−− xyxy £ 

Հետևաբար« տրված համակարգը համարժեք է հետևյալ համա-
կարգին՝ 





=−−

=−

:05212
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22

22

xyxy
yx

 

Հետևելով նախորդ օրինակի լուծման եղանակին« կգտնենք այս 
համակարգի լուծումները՝ 

( )2 ;3 « ( )2 ;3 −− « 





 −

3
1;

3
4

« 





−

3
1;

3
4

« 

որոնք էլ միաժամանակ սկզբնական համակարգի լուծումներն են£ 
Վերջին համակարգը լուծեք ինքնուրույն£ 

Օրինակների միջոցով մենք ցուցադրեցինք (S) տեսքի համասեռ 
համակարգերի լուծման եղանակը 2=n  դեպքում£ Այդպիսի համա-
կարգերը 3≥n  դեպքում ևս կարելի է լուծել այդ նույն եղանակով£ 

Նշենք« որ եթե 0== dc « ապա (S) համակարգի լուծում է նաև 

( )0;0  թվազույգը£ 
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*   *   * 
2° Սիմետրիկ համակարգեր: ( ) ( )( )0;;   0; == zyxFyxF  հավա-

սարումն անվանում են սիմետրիկ« եթե  F -ը x  և y  ( x « y  և z ) 

փոփոխականների նկատմամբ սիմետրիկ արտահայտություն է5£ 
Համակարգը կոչվում է սիմետրիկ« եթե նրանում եղած բոլոր 

հավասարումները սիմետրիկ են£ 
x  և y  երկու փոփոխականներով պարզագույն սիմետրիկ համա-

կարգն ունի 





=
=+

bxy
ayx ,

 

տեսքը« իսկ z;y;x  երեք փոփոխականներով պարզագույն սիմետրիկ 

համակարգը՝ 








=
=++

=++

cxyz
bzxyzxy

azyx
,

,
 

տեսքը6£ 
Նշված տեսքերով համակարգերից յուրաքանչյուրը հեշտությամբ 

լուծվում է տեղադրման կանոնով£ Արդյունքում առաջին համակար-
գից ստացվում է քառակուսային հավասարում« իսկ երկրորդից՝ խո-
րանարդ հավասարում£ Դրանք կարելի է լուծել նաև այլ կերպ՝ օգտ-
վելով Վիետի թեորեմի հակադարձ թեորեմից (հիշեք այդ թեորեմ-
ները)£ 

Սիմետրիկ համակարգերը կարելի է լուծել փոփոխականների փո-
խարինման եղանակով£ Որպես նոր փոփոխականներ ընտրում են 
հիմնական սիմետրիկ բազմանդամները£ 

 
 

                                                 
5 Այդպիսի սահմանում տրվում է նաև երեքից ավելի փոփոխականներով 
հավասարումների համար։ 
6 Նշված համակարգերի հավասարումների ձախ մասերը պարզագույն (հիմնական) 
սիմետրիկ բազմանդամներն են։ 
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Օր ի նա կ    6£ Լուծենք հետևյալ հավակարգը՝ 
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=++

:5
,173223

yxyx
yyxx

 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £  Դժվար չէ նկատել« որ համակարգը սիմետրիկ է (հա-
վասարումների ձախ մասերը x  և y  փոփոխականների նկատմամբ 

սիմետրիկ արտահայտություններ են)£ 
Ներմուծենք նոր  փոփոխականներ՝ 

uyx =+ «      vxy = £ 

Քանի որ vuyx 3333 −=+ « ուստի տրված համակարգը կբերվի 

հետևյալ համակարգին՝ 
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=+−

:5
,173 33

vu
vuvu

 

Այս համակարգը լուծելով տեղադրման եղանակով« կգտնենք՝ 
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v
u

   կամ   
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v
u

 

Անդրադառնալով սկզբնական անհայտներին« ստանում ենք տրված 
համակարգին համարժեք հետևյալ համակարգերի համախումբը՝ 





=
=+
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,3
xy

yx
 




=
=+
:3

,2
xy

yx
 

Լուծելով այդ պարզ համակարգերը« կգտնենք համախմբի 

լուծումները՝ ( )3 ;2  և ( )2 ;3 « որոնք էլ սկզբնական համակարգի 

լուծումներն են£ 
Համակարգերին վերաբերվող բոլոր սահմանումներն ու փաստերը 

ուժի մեջ են նաև երեք փոփոխական պարունակող համակարգերի 
դեպքում£ Դիտարկենք երեք անհայտ պարունակող համակարգի 
օրինակներ£ 
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Օր ի նա կ    7£ Լուծենք հետևյալ համակարգը՝ 
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xz
xyz
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xyz
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xyz

         (15) 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £   Ունենք՝ 

(15)
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yzxy
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Կատարենք փոփոխականների փոխարինում£ Նշանակենք՝ 

:1,1,1 t
xy

v
zx

u
yz

===        

Կստանանք գծային հավասարումների պարզ համակարգ՝ 
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ut

tv

vu

         (16) 

Գումարելով (16) համակարգի հավասարումները« կունենանք՝ 
1=++ tvu £          (17) 
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(16)-ից և (17)-ից կստանանք՝ 
2
1=t « 

6
1=u « 

3
1=v « ուստի և ստա-

նում ենք տրվածին համարժեք 
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=
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xy
zx
yz

          (18) 

համակարգը£ Անդամ առ անդամ բազմապատկելով (19) համակարգի 
հավասարումները« ստանում ենք՝  

( ) 362 =xyz « որտեղից՝ 6=xyz  կամ 6−=xyz £ 

Հետևաբար« (15) համակարգը համարժեք է համակարգերի հետևյալ 
համախմբին՝  
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Ստացված համակարգերից անմիջապես կստանանք պատասխանը՝ 
( ) ( ):3 ;2 ;1   ; 3 ;2 ;1 −−−  

 
Օրինակ   8£ Լուծենք երեք անհայտով երկու հավասարումների 

հետևյալ համակարգը՝ 
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( ) ( ) 
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Բացատրեք վերջին օրինակի լուծման ընթացքը£ 
 
 

                           ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ 
 
Լուծել հավասարումների համակարգը (55-121). 
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 (սահմանափակվել ամբողջ լուծումներով): 
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111.  








=

=++
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:
,91

,13

2
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xzy
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zyx
   

112. 
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=+
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:9
,5
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33

22

zyx
zyx

zyx

                          

113.   
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=++
=++
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   ,11
,14222

zyxxyz
zxyzxy
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zyx
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=+−
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116. 
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,
3
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2
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y
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yx
z

z
x

xy
z
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 117*.  
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=++
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,3
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y
z

x
y
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z

z
y

y
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118*. 








=++
=++
=++

:19
,28
,37

22

22

22

zyzy
zxzx
yxyx

 119*.  






=++

=++

:
3
1

,1

222 zyx

zyx
 

120*. 




=+−
++=++

:52
,

23

222

zyx
zxyzxyzyx

 121*.  








=−
=−
=−

:14
,14
,14

2

2

2

xz
zy
yx

 

 a  պարամետրի ի՞նչ արժեքների դեպքում համակարգն ունի միակ 
լուծում (122, 123)© 

122. 




=+
=+

:
,122

ayx
yx

   123*.  
( )





=+++
+=−

:02
,1

yxxy
xyayx

 

124. a  պարամետրի ի՞նչ արժեքների դեպքում 





=++

=+−
222

222

44
,12

ayxyx
yaxyxa

 

 համակարգը լուծում չունի£ 
 

125. Որոշել« թե a -ի ի՞նչ արժեքների դեպքում 





+=
+=+

1
,3222

axy
ayx

 

 համակարգն ունի ճիշտ երկու լուծում£ 
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126. a -ի ի՞նչ արժեքների դեպքում 





=−+−
=−++

012
,012

22

222

yxyx
yaxyxa

 
 

 համակարգն ունի անվերջ շատ լուծումներ£ 
 

127*. a -ի ի՞նչ արժեքների դեպքում գոյություն ունի այնպիսի b  թիվ« 
որի դեպքում 

 

( )





=+−

=+
222

,33

byax

yx
 

 համակարգն ունի ճիշտ երեք լուծում£ 
 
 a -ի և b -ի ի՞նչ արժեքների դեպքում համակարգն ունի միակ 

լուծում (128, 129)© 

128*. 






+=+
−=+−

:5
,342

2

524

bayx
bayx

 129*. 








=++
=+

=+

:4
,

,

222

2

zyx
bzxyz

azxyz
 

130*. Ապացուցել« որ եթե zyx ,,  թվերը բավարարում են 








=++

=++

azyx

azyx
1111
,

 

համակարգին, ապա նրանցից գոնե մեկը հավասար է a -ի։ 
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§3. ԱՆՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ   ՀԱՄԱԿԱՐԳԵՐ 

 
1. Երկու փոփոխականներով անհավասարումներ և 

անհավասարումների համակարգեր 
 

Ցածր դասարաններից դուք ծանոթ եք երկու փոփոխականներով ան-
հավասարումների որոշ համակարգերի հետ£ Հիշեցնենք« որ երկու փո-
փոխականներով 

( ) 0; >yxf   (կամ՝ ( ) 0; ≥yxf ) 

անհավասարման լուծում անվանում են ամեն մի ( )yx;  կարգավորյալ 
թվազույգը« որն անհավասարման մեջ տեադրելուց ստացվում է թվային 

ճիշտ անհավասարություն£ Կարճ ասում են« որ ( )yx;  թվազույգը բավա-
րարում է տրված անհավասարմանը£ Օրինակ՝ 

034 >− yx  

անհավասարման համար ( )1;2−  թվազույգը լուծում է« իսկ ( )3;2  

թվազույգը լուծում չէ (ստուգեք)£ 
Անհավասարումը լուծել նշանակում է գտնել այդ անհավասարման 

բոլոր լուծումների բազմությունը£ Երկու փոփոխականներով անհավա-
սարման համար այդ բազմությունը 2R -ի մի որոշ ենթաբազմություն է£ 
Այդպիսի անհավասարումները« ընդհանրապես ասած« ունեն անվերջ 
բազմությամբ լուծումներ£ Այդ նկատառումով էլ հարմար է լուծումների 
բազմությունը պատկերել կոորդինատային հարթության կետերով« այլ 
կերպ՝ լուծումների բազմությունը ներկայացվում է երկրաչափական մեկ-
նաբանությամբ£ Այդպես այն դառնում է ակնառու և հասկանալի£ 

 

Օրինակ 1£ Կոորդինատային հարթության վրա նշել 
 

0632 ≤−− xy     (1) 

անհավասարման լուծումների բազմությունը։ 
    

 Լուծում։  0632 =−− xy  հավասարման լուծումների բազմությունը 
կոորդինատային հար-թության վրա ներկայացնում է ուղիղ գիծ, որն 
անցնում է ( )0 ;2−  և ( )3 ;0  կետերով (նկ. 7)։  
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Այդ ուղիղը հարթությունը տրոհում է երկու կիսահարթությունների£ 

Կիսահարթություններից մեկի ցանկացած ( )yx;  կետ բավարարում է (1) 

անհավասարմանը (նկարում՝ ուղղից ներքև ընկած ստվարագծված 

մասը)« իսկ մյուս կիսահարթության և ոչ մի ( )yx;  կետ չի բավարարում 

(1) անհավասարմանը (այդ տիրույթի ցանկացած ( )yx;  կետի համար 

0632 >−− xy )£ Նկատենք« որ 0632 =−− xy  ուղղի բոլոր կետերը 

պատկանում են որոնելի բազմությանը£ 
Ընդհանրապես« հիշենք« որ 0>++ cbyax  կամ 0≥++ cbyax  

գծային անհավասարման լուծումների բազմությունը կիսահարթություն է« 
ընդ որում« կիսահարթության եզրը պատկանում է այդ բազմությանը« եթե 
անհավասարությունը ոչ խիստ է և չի պատկանում« եթե անհավասա-
րությունը խիստ է (այս դեպքում կիսահարթության երզը պատկերվում է 
կետագծերով)£ 

Ինչպես հայտնի է« 222 ryx =+  ( )0>r  հավասարման լուծումների 

բազմությունը r  շառավղով շրջանագիծ է « որի կենտրոնը գտնվում է 
կոորդինատների սկզբնակետում£ 

222 ryx ≤+  կամ 222 ryx <+  

անհավասարման լուծումների բազմությունը r  շառավղով և ( )0 ;0  

կենտրոնով շրջան է (ոչ խիստ անհավասարության դեպքում շրջանագի-
ծը պատկանում է այդ բազմությանը (նկ. 8), իսկ խիստ անհավա-
սարության դեպքում՝ չի պատկանում)£ 
 

 

x

y 

 0 

 3 
• 

• 

•  –2 

2x – 3y – 6 = 0

A0(x0; y0)

A1(x0; y1)

• 

 x

 y

 0  r

նկ. 7 նկ. 8 
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 x 

 y

 0  x 

 (x 0;  y0) 

222 ryx >+  

անհավասարման լուծումների բազմությունը նշված շրջանի լրացումն 
է։ Ընդhանուր դեպքում 

( ) 0; >yxf   (կամ՝ ( ) 0; ≥yxf ) 

անհավասարման լուծումների բազմությունը  
մի որոշ պատկեր է հարթության վրա£  

Օրինակ« 

0222 ≤−−+ xxy  

անհավասարման լուծումների բազմությունը 
հարթության վրա այն պատկերն է« որի եզրը    

222 xxy −+=  
պարաբոլն է։ Այդ պարաբոլը ամբողջ հարթությունը տրոհում է երկու 
բազմությունների՝ պարաբոլի «ներքին տիրույթի» (նկարում այդ մասը 
գծապատված է) և «արտաքին տիրույթի»։  Տրված անհավասարման լու-
ծումների բազմությունը 9-րդ նկարում գծապատված է: Իրոք« վերցնենք 
ցանկացած 0x  թիվ£ 0xx =  ուղղաձիգ ուղղի վրա կա այդ տիրույթի եզրի 

միակ կետ« որի օրդինատն է՝ 22 2
000 +−= xxy £ Այդ ուղղաձիգ ուղղի 

այն բոլոր կետերի համար« որոնք գտնվում են ( )00; yx  կետից ներքև« 

0yy < « այսինքն՝ այդ կետերը պատկանում են տրված անհավասարման 

լուծումների բազմությանը£ Ակնհայտ է« որ նշված ուղղի՝ ( )00; yx  կետից 

վերև գտնվող կետերից և ոչ մեկը չի պատկանում լուծումների բազմու-

թյանը (այդպիսի ( )yx;  կետերի համար 0222 >−−+ xxy )£ 

Դիցուք, տրված է անհավասարումների հետևյալ համակարգը՝ 
 

( )
( )




>
>

:0;
,0;

yxg
yxf

 
 

Այս համակարգի լուծում կոչվում է ամեն մի կարգավորյալ թվա-
զույգ« որը բավարարում է այդ համակարգի յուրաքանչյուր անհավա-
սարմանը£ Հետևաբար« համակարգի լուծումների բազմությունը հա-

նկ. 9 
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մակարգի մեջ մտնող անհավասարումների լուծումների բազմություն-
ների հատումն է£ 

 

Օ ր ի ն ա կ 2£ Լուծենք անհավասարումների հետ&յալ համակարգը՝ 





≥+
≥−

:62
,2

yx
yx

 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £   Կառուցենք 2=− yx  ( 1 ) և  62 =+ yx  ( 2 ) 

ուղիղները (նկ. 6)։ Լուծելով 





=+
=−

62
,2

yx
yx

 

համակարգը« կստանանք՝ :1    ;3 == yx  Հետևաբար« 1  և 2  

ուղիղները հատվում են ( )1;3A  կետում£ Դժվար չէ նկատել« որ տրված 

համակարգի լուծումների բազմությունը 10 ա) նկարում պատկերված 
գծապատված անկյունն է£ Նշենք« որ այդ անկյան կողմերը պատկա-
նում են որոնելի բազմությանը (քանի որ տրված համակարգի յուրա-
քանչյուր անհավասարումը ոչ խիստ է)£ 

 

 

Օր ի նա կ    3£ Լուծենք հետևյալ անհավասարումը՝ 
 

   ( )( ) 0632 >−+−− yxyx £         (2) 
 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £   (2) անհավասարումը համարժեք է անհավասարումնե-
րի երկու համակարգերի համախմբին՝ 





>−+
>−−

;063
,02

yx
yx

          (3)           




<−+
<−−

:063
,02

yx
yx

         (4) 

(3) համակարգի լուծումների բազմությունն անկյուն է, որը պատ-
կերված է 10ա նկարում (անկյան կողմերը չեն պատկանում այդ բազ-
մությանը), իսկ (4) համակարգի լուծումների բազմությունը նշված 
անկյան հակադիր անկյունն է (այստեղ ևս անկյան կողմերը դուրս են 
մնում): Այդ անկյունների միավորումն էլ հենց ներկայացնում է (2) ան-
հավասարման լուծումների բազմությունը (նկ. 10 բ))։ 
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 x

 y

 0

 1
 -1

 x –  y + 1 = 0

 
 
 
 
 
 
 
                       ա)                                 բ)  
                                                      Նկ. 10 
 
Օր ի նա կ  4։ Գտնենք  հետևյալ  համակարգի  լուծումների բազմու-

թյունը՝ 








≥++
≤−+
≥+−

:013
,03
,01

yx
yx
yx

 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ ։  Այս համակարգի յուրաքանչյուր անհավասարման 
լուծումների բազմությունը կիսահարթություն է (նկ. 11-13)։ Իսկ 
տրված համակարգի լուծումների բազմությունն այդ կիսահարթութ-
յունների հատումն է (նկ. 11)։ 

 
     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 

2

l1

l2 

A

6 

y 

x

x + 3y = 6

x – y = 2

0

-2 
2 

l1 

l2 3 A(3;

6

y 

x

Նկ. 11
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          Նկ. 12                                                 Նկ. 13               
 
O ր ի նա կ  5։ Գտնենք հետևյալ համակարգի լուծումների 

բազմությունը՝ 

 



≥+
≤+

:032
422

yx
yx

 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ ։  Առաջին անհավասարման լուծումների բազմությունը 
2 շառավղով շրջան է, որի կենտրոնը գտնվում է կոորդինատների 
սկզբնակետում։ Երկրորդ անհավասարման լուծումների բազմությու-
նը կիսահարթություն է։ Համակարգի լուծումների բազմությունն այդ  
երկու բազմությունների հատումն է, որը կիսաշրջան է (նկ. 15)։  
     

 
 

 
 
 
 
 
 
           Նկ. 14       Նկ. 15 
 

O ր ի նա կ    6։   Գտնենք հետևյալ համակարգի  լուծումների բազմությու-
նը՝ 





≤+−
≥−−

:0323
,0123

yx
yx

 

x

 y 

 0 
x

y

0

 x

 y 

 0  3

  x +  y – 3 =  3 

 x

 y

 0

 

1

–1

x + 3 y + 1 = 0
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Նկ.16 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ ։  Համակարգի անհավասարումներից յուրաքանչյուրի 
լուծումների բազմությունը կիսահարթություն է£ Այս կիսահար-
թությունների եզրերը զուգահեռ ուղիղներ են (նրանց անկյունային 
գործակիցները հավասար են)£ Տվյալ դեպքում կիսահարթությունների 
հատումը դատարկ բազմություն է« հետևաբար համակարգն անհա-
մատեղ համակարգ է£ 

 
Օրինակ  8£ Կոորդինատային հարթության վրա պատկերել այն Ф 

պատկերը, որը տրվում է անհավասարումների հետևյալ համա-
կարգով՝ 







−−<

>

:13

,

xy

xy
 

Գտնել Ф պատկերի S մակերեսը: 
 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ £  Կառուցենք xy =  և 13 −−= xy  ֆունկցիաների 

գրաֆիկները (նկ. 16)։ Լուծելով 

              






−−=

=

13

,

xy

xy

 
համակարգը« գտնում ենք այդ 
գրաֆիկների հատման կետերը՝ 

( )2 ;2A « ( )1 ;1−B £ xy >  ան-

հավասարմանը բավարարում 
են հարթության բոլոր այն կետե-

րը« որոնք ընկած են xy =  

ֆունկցիայի գրաֆիկից վերև« 

իսկ 13 −−< xy  անհավասարմանը՝  

հարթության բոլոր այն կետերը«  

որոնք գտնվում են  13 −−= xy  ֆունկցիայի գրաֆիկից  ներքև£ 

Հետևաբար« տրված համակարգի լուծումների բազմությունը 

 

x

y

 0

y = 3 – | x – 1 |

 C
 A

  B 

y  = | x|  



60 
 

պատկերվում է OACB  ուղղանկյան ներսի բոլոր կետերով (նկարում 
գծապատված մասը)։ 

Այժմ որոշենք այդ ուղղանկյան մակերեսը։ Քանի որ 2=OB « 

22=OA « ուստի 
4=⋅= OAOBS ։ 

 
*   *   * 

Դիտո ղ ո ւ թ յ ո ւ ն ։  Եթե ( )yxP ; -ը և ( )yxQ ; -ը x  և y  փոփոխա-
կաններով բազմանդամներ են, ապա 

( ) ( ) 0;; ≥⋅ yxQyxP   կամ  
( )
( ) 0

;
; ≥
yxQ
yxP

 

անհավասարման լուծումների բազմությունը կոորդինատային հար-
թության վրա պատկերելու համար օգտակար է կիրառել, այսպես կոչ-
ված, «տիրույթների եղանակը», որը, ըստ էության, միջակայքերի եղա-
նակի ընդհանրացումն է՝ երկու փոփոխականով բազմանդամների 
դեպքում։ Այդ նպատակով սկզբում պատկերում են հարթության բոլոր 
այն ( )yx;  կետերը, որոնց դեպքում ( ) 0; =yxP  կամ ( ) 0; =yxQ  (այլ 
կերպ՝ կառուցվում են ( ) 0; =yxP  և ( ) 0; =yxQ  հավասարումների 
գրաֆիկները)։ Այդ բազմությունը (որը, ընդհանրապես, xOy  
հարթության որոշ կորերի միավորում է) հարթությունը տրոհում է մի 
քանի տիրույթների։ Նրանցից յուրաքանչյուրում երկու փոփոխակա-

նով ( ) ( )yxQyxP ;; ⋅  (կամ՝ 
( )
( )yxQ

yxP
;
;

) ֆունկցիան ընդունում է միևնույն 

նշանի արժեքներ (պահպանում է հաստատուն նշան)։ Այս նկատա-
ռումով էլ տվյալ տիրույթում ֆունկցիայի նշանը որոշելու համար բա-
վական է գտնել ֆունկցիայի նշանը նրա որևէ կետում (հիշենք մեկ փո-
փոխականով ռացիոնալ անհավասարումների լուծման միջակայքերի 
եղանակը)։ 
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ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ 
 
Կոորդինատային հարթության վրա պատկերել անհավասարում-

ների համկարգի լուծումների բազմությունը (394-413). 

1.  




≥−
≤−

:12
,12

xy
yx

   2.  




≥++
≤−−

:022
,012

yx
yx

  

3.  




≤−+
≥++

:0323
,0123

yx
yx

   4.  







−>−
<−
>+

:23
,2
,2

yx
yx
yx

  

5.  







−≥−
≤−

≥+

:64
,0

,02

yx
yx

yx
   6.  








≥
≥+

≤+

:0
,01

,123

y
x

yx
 

7.  










−≥−
≤+

≥
≥

:12
,2

,0
,0

yx
yx

y
x

      8.  










≥++
≤−

≤−+
≥++

:01
,02

,042
,022

yx
x

yx
yx

  

9.    










≥
≥+

≤−−
≥+−

:0
,01

,043
,02

y
x

yx
yx

   10.  










≥
≥+

≤−+
≥+−

:0
,04

,0113
,012

x
yx
yx
yx

   

11.  




≥+
≤+

:0
,922

yx
yx

   12.  






≥+

≤+

:1

,16
22

22

yx

yx
   

13.  




≤+
≤−

:0
,22

yx
yx

      14.  




+≥
−≤−

:22
,342

yx
yxx

  



62 
 

15.  






≤+

≤+

:12

,0
2

2

yx

yx
   16.  









≤−
≥+

≤+

:0
,0

,922

yx
yx
yx

  

17.  








≥
−≥

≤+

:2
,1

,922

y
x

yx
   18.  





π−≥π+
≤

:5.05.0
,sin

xy
xy

 

19.  
( )( )






≤
≤−−+

:2
,0 2 222

y
yxyx

 20.  ( )( )








≤+

≤
−−

−

:2

,0
1 1 22

22

yx
yx
yx

 

 

Գտնել բնական x  և y  թվերի բոլոր ( )yx;  զույգերը, որոնք 
հետևյալ համակարգի լուծումներ են (21, 22). 

 

21.  







>+−
>−+

<−−

:032
,092

,02

yx
yx

yx
   22.  








>+−
<−+

>−+

:042
,08

,0113

yx
yx
yx

 
 

23. Գտնել x  և y  ամբողջ թվերի բոլոր ( )yx;  զույգերը, որոնք 
բավարարում են 





>+
<++−+

324
,065201222 22

yx
yxyx  

 համակարգին։ 
 

Գտնել այն պատկերի մակերեսը, որը կոորդինատային հարթու-
թյան վրա տրվում է հետևյալ համակարգով (24-31). 

24.  







>
<+
<−

:0
,2
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y
yx
xy

   25.  
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yx

xy
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26.  
( )





>+−

<+

:11

,4
22

22

yx

yx

   

27.  




−≥
++≤+

:2
,22622

y
yxyx  

28.  
( )





≤++

≤++

:12

,21
22 yx

yx

  

29.  







−≥+

≤++

:
3

21

,21

22 yyx

yx
  

30.   






−≥
≤+

:2
,422

xy
xyx      31.  













≥+

≤

π−≤

:8

,2

,
2

10

22 yx

y

x

  

 Կոորդինատային հարթության վրա պատկերել բոլոր այն կե-
տերի բազմությունը, որոնցից յուրաքանչյուրի կոորդինատները 
բավարարում են տրված անհավասարմանը (32-40). 

 

32.  :0
122

22
≤

−+
−
yx

yx     33.  :0
232

1
2 ≥

−+
+−
xx

yx    34.  :23 yxyy +≥
 

35.  :01
22 ≥

−
−

yx
xy  36.  :

1
1

1
1

−
+≥

−
+

y
y

xy
xy  37*.  :02cos2cos ≥+ yx  

 

38*.  :sinsin yx >   39*.  [ ] [ ]:yx ≤    40*. { } { }:yx ≥   
  

Գտնել կոորդինատային հարթության վրա այն պատկերի մակե-
րեսը, որը տրվում է հետևյալ անհավասարությամբ (41-44). 

 

41.  :523 ≤++− yx    42.  :5122 ≤+++ yyx   
 

    43.  ( ) :23222 xxyxy −≤++−
  
44. ( )( ) :01 2222 ≤−+−−+ yxyxyx  

 

45*. x  և y  թվերը բավարարում են 34 22 ≤++ yxyx  պայմանին։ 
Գտնել yx 3+  արտահայտության ամենամեծ արժեքը։ 
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46*. x  և y  թվերը բավարարում են  0216 22 ≤++− yxyx  պայմա-
նին։ Գտնել yx 5+  արտահայտության ամենափոքր արժեքը։ 
 

47*.  a  պարամետրի ի՞նչ արժեքների դեպքում անհավասարումների 







−≥

−≥
2

2

)(

,)(

axy

ayx
 

համակարգն ունի միակ լուծում 
 

48*.  Գտնել a  պարամետրի բոլոր այն արժեքները, որոնց դեպքում 





≤+−+
≤+++
0)42(3

,4)4(2

ayx
yaxax

 

անհավասարումների համակարգի լուծումների բազմությունը 
պարունակում է ( )0 ;2−A  և ( )0 ;1−B  ծայրակետերով հատվածը։ 
 

49*. ( )2 ;3−B , ( )3 ;2C , ( )4– ;3D  կետերը ABCD  զուգահեռագծի 
գագաթներն են։ Գտնել a  պարամետրի բոլոր այն արժեքները, 
որոնց դեպքում՝  
ա) A  գագաթի կոորդինատները 





≤++
≤−−

0562
,022

ayx
ayx

 

համակարգի լուծում է, 
բ) BD  հատվածի գոնե մեկ կետի կոորդինատների թվազույգը 
այդ համակարգի լուծում է։ 

50*.   Գտնել a  պարամետրի բոլոր այն արժեքները, որոնց դեպքում 









<−

>+
=++

034

,0
,710113

2

22

ayxa

yx
yxyx

 

համակարգն ունի  միակ լուծում։ 
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§ 4. ՈՉ  ՍՏԱՆԴԱՐՏ   ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐ  ԵՎ 
ԱՆՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐ 

 
Մինչև այժմ հիմնականում դուք առնչվել եք մեկ փոփոխականով հա-

վասարումների (անհավասարումների) և այնպիսի հավասարումների 
համակարգերի հետ, որոնցում փոփոխականների և հավասարումների 
քանակները նույնն են եղել: 

Այստեղ դիտարկելու ենք այնպիսի հավասարումներ և անհավասա-
րումներ, որոնք պարունակում են երկու կամ երեք փոփոխականներ 
(անհայտներ), ինչպես նաև հավասարումների համակարգեր, որոնցում 
հավասարումների թիվը փոքր է փոփոխականների թվից: Պայմանա-
վորվենք՝ այդպիսի հավասարումն (անհավասարումը, համակարգը) 
անվանել ոչ ստանդարտ: Նման խնդիրների լուծումը, հիմնականում, 
իրականացվում է յուրատիպ դատողությունների միջոցով: 

 

O ր ի նա կ   1:  Լուծենք հետևյալ հավասարումը՝ 

             :33922 yxxyyx −−=++                     (1) 
Լ ո ւ ծ ո ւ մ :   Ունենք՝ 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) :033

096962

066218221

222

2222

22

=++++−⇔

⇔=+++++++−⇔

⇔=++−++⇔

yxyx

yxxxyxyx

yxxyyx

 

Վերջին հավասարման ձախ մասը ոչբացասական երեք թվերի 
գումար է: Այդ հավասարությունը կարող է ճիշտ լինել այն և միայն 
այն դեպքում, երբ այդ երեք թվերից յուրաքանչյուրը հավասարվում է 
զրոյի: Նշանակում է, որ (1) հավասարումը համարժեք է 








=+
=+
=−

03
,03
,0

y
x

yx
 

հավասարումների համակարգին, որի միակ լուծումն է՝ ( ),3;3−  որը 

և տրված հավասարման միակ լուծումն է: 
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O ր ի նա կ   2:  Լուծենք հետևյալ հավասարումը՝ 

( ) :02cos24 sin1sin =+− + yxx xy          (2) 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ :  Առաջին եղանակ: tx =sin2  փոփոխականի փոխարի-
նումով (2) հավասարումը կունենա հետևյալ տեսքը՝ 

( ) ,02cos22 =+− ytxyt  
որը կարելի է դիտարկել որպես քառակուսային հավասարում t -ի 
նկատմամբ: Այդ հավասարումը լուծում կունենա այն և միայն այն 
դեպքում, երբ նրա տարբերիչը ոչբացասական է, այսինքն՝ 

( ) ,02cos2 ≥− yxy  
որտեղից՝ 

( ) :2cos2 yxy ≥                         (3) 
Մյուս կողմից, ցանկացած x  և y  թվերի համար ունենք՝ 

( ) ,2cos2 ≤xy       իսկ ,122 0 =≥y
 

նշանակում է՝ (3) անհավասարությունը կարող է տեղի ունենալ այն և 
միայն այն դեպքում, երբ 

( ) 1cos2 =xy      և     :12 =y
 

Արդյունքում կունենանք հավասարումների համակարգերի հետևյալ 
համախումբը՝ 

( )

( )

( )

( )







=+−

=

=









=+−

=

−=

,02cos2

,12

,1cos

;02cos2

,12

,1cos

22 y

y

y

y

txyt

xy

txyt

xy

 

որի լուծումներն են՝ 








=
=
∈








−=
=
∈

:1
,0
,

;1
,0
,

t
y

Rx

t
y

Rx
 

Հաշվի առնելով xt sin2=  նշանակումը, համոզվում ենք, որ առաջին 
համակարգը լուծում չունի, իսկ երկրորդ համակարգից գտնում ենք՝ 
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=
∈π=

:0
,,

y
Znnx

 

 

Երկրորդ եղանակ: Կատարենք որոշ ձևափոխություններ՝ 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )4:0cos2cos2

0cos2coscos2242
22sin

22sinsin

=−+−⇔

⇔=−++⋅−⇔

xyxy

xyxyxy
yx

yxx

 
 

Քանի որ ցանկացած x  և y  թվերի համար 

( ),cos12 2 xyy ≥≥  

նշանակում է՝ 

( ) :0cos2 2 ≥− xyy
  

Հետևաբար« (4) հավասարումը (ուստի նաև (2)-ը) համարժեք է 

( )
( )





=−

=−

0cos2

,0cos2
2

sin

xy

xy
y

x

 

համակարգին, որն էլ, վերն արված նկատառումների շնորհիվ« հա-
մարժեք է հետևյալ համակարգին՝ 

( )

( )








=

=

=

:1cos

,12

,cos2

2

sin

xy

xy
y

x

 

Այս համակարգն էլ իր հերթին համարժեք է համակարգերի հետև-
յալ համախմբին՝ 

( )








=
=

=

;1cos
,12

,12sin

xy

y

x

         
( )









−=
=

−=

,1cos
,12

,12sin

xy

y

x

 

որտեղից էլ կստանանք՝ :0,, =∈π= yZnnx  

Պատասխան՝ ( ) :,0; Znn ∈π  
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Օր ի նա կ    3:   Լուծենք  

( )344log
42 2

2

22

+−
=+

xx
xyctgxytg   

հավասարումը: 
Լ ո ւ ծ ո ւ մ :    Գնահատենք հավասարման աջ և ձախ մասերը:  

Օգտվելով ( )021 >≥+ a
a

a  հայտնի անհավասարությունից, կարող 

ենք գրել՝ 

:4222 2
1
2

2
22

=≥=
+

+ xytg
xytg

xyctgxytg
 

Մյուս կողմից՝ 
 

( ) ( )( ) ,4
2log

4
212log

4
344log

4

2
22

2

=≤
+−

=
+− xxx

 
 

քանի որ ( )( ) 12log212log 2
2

2 =≥+−x  ( t2log  ֆունկցիան աճող է): 
 

Ստացված արդյունքները ցույց են տալիս« որ տրված հավասարու-
թյունը կարող է տեղի ունենալ այն և միայն այն դեպքում, երբ աջ և 
ձախ մասերը միաժամանակ հավասարվում են 4-ի. 

 

( ) ( )
( )

( )

( )








∈+=

=
⇔










=

∈+=
⇔

⇔










=−

=

⇔








=+−

=+
⇔









=
+−

=+

:  
2

,
2
1

2
1

,
24

,012

,1

2212

,21

4
344log

4
,42

2

2

2

2
2

2
2

22

Znny

x

x

Znnxy

x

xytg

x

xytg
xytg

xx

xyctgxytg

ππ

ππ
 

Պատասխան՝ :|
2

;
2
1







 ∈






 + Znnππ

 



69 
 

O ր ի նա կ   4:  Լուծենք հետևյալ անհավասարումը՝ 

:1122 ≤−−++ yxyx            (5) 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ :  Այս անհավասարման ԹԱԲ-ը որոշվում է հետևյալ 
պայմանով՝ ,12 +≥ yx  որից« ակնհայտորեն, հետևում է, որ :1≥x  

Այժմ գնահատենք (5) անհավասարման ձախ մասը: Քանի որ 1≥x « 

02 ≥y  և ,012 ≥−− yx  ուստի     :1122 ≥−−++ yxyx  

Վերջին անհավասարությունից էլ եզրակացնում ենք, որ (5) ան-
հավասարման մեջ կարող է տեղի ունենալ միայն հավասարության 
դեպք, այսինքն՝ 

( )




=
=

⇔










=−−

=

=

⇔=−−++⇔
:0

,1

01

,0
,1

115
2

222

y
x

yx

y
x

yxyx  

Պատասխան՝ ( ) :0;1  
 

O ր ի նա կ   5:  Լուծենք հետևյալ համակարգը՝ 







=+
=+

:1cossin
,sin2

22

222

zy
yxctgxtg

                     (6) 

Լ ո ւ ծ ո ւ մ :  Համակարգի առաջին հավասարման ձախ մասը, որ-
պես փոխհակադարձ դրական թվերի գումար, փոքր չէ 2-ից, իսկ աջ 
մասը՝ մեծ չէ 2-ից: Դրա համար էլ համակարգի առաջին հավասարու-
մը համարժեք է հավասարումների հետևյալ համակարգին՝ 







=

=+

:2sin2

,2
2

22

y

xctgxtg
 

Հետևաբար, (6) համակարգը համարժեք է երեք անհայտով երեք 
հավասարումների հետևյալ համակարգին՝ 



70 
 










=+

=

=+

:1cossin

,1sin

,2

22

2

22

zy

y

xctgxtg

                    (7) 

Դժվար չէ հասկանալ, որ 

( )















∈π+π=

∈π+π=

∈π+π=

⇔










=

=

=

⇔

:,
2

,,
2

,,
24

0cos

,1sin

,1

7
2

2

2

Zmmz

Znny

Zkkx

z

y

xtg

 

Պատասխան՝ :,,,
2

;
2

;
24

ZmZnZkmnk ∈∈∈





 π+ππ+ππ+π

 

 
 

                          ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ 
 
 

 Լուծել հավասարումը (1-29). 
1. :0732422 =+−++ yxyx    

2.  ( ) :10222 22 ++=+ yxyx  

3. :01866433 22 =+++−+ yxxyyx  

4. :0122425 222 =++−−++ zyzxyzyx  

5. ( )( ) :612632 22 =+++− yyxx  

6. :1422 44 −=+ xyyx  

7. ( ) :213 2yxxx −+=−+−  

8. :28124
1

4
2

36 =−+−+
−

+
−

yx
yx
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9. :2627832 22
22 =+++ yx

yx
 

10. 
( )

( )
:10

1

41141
3 2

3
=

−

+−⋅−++

y

yy
x

x
 

11. :341 22 yxyxyx −=++++−  

12. :11 xyxyyx =−+−  

13. :cossin42cossin 44 yxyx =++   

14. ( ) :04cos42 =++ xyxx    

15. ( ) :01sin22 =++ xyxx   

16. :0coscoscoscos 22 =++ yyxx  

17. ( ) :02cossin22 =+++ yytgxxtg  

18. ( ) :2cos3coscossin22 yyxx +=+  

19. ( ) :
2
3coscoscos =+−+ yxyx  

20. ( ) :2coscossinsin22 xyyx =++  

21. ( ) ( ) :21 222 yxctgyxtgxx +++=−−  

22. ( ) :sin32 22244 yxyxctgctgytgxtg ++=++  

23. ( ) :cos1lg3 2 yyxx =+++  

24. ( ) ( ):1375cos3sin3 22
yyxx +=++  

25. ( ) ( )
( ) :

344log
255 2

2

22

+−
=+

xx
xyctgxytg  

26. :
9

102log
cos

2

3
12 






 +−= yy

xy
ctgxy
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27. ( ) ( ) :
logln

41sin4sin4 2

ey
xyxy

y+
=++  

28. ( ) :11 cossin =−+ yy xx  

29. ( )( ) :43sin321
cos

1cos 2
2

2 =++





 + zytg

x
x  

 

 
 Լուծել հավասարումների համակարգը (30-38). 
 

30. 






=++

++=++

:81

,
222

222

xzzyyx

zxyzxyzyx
 

31. 






=++

++=++

:288

,641213510
333

222

zyx

yzxzxyzyx
 

32. ( )



+−=+

+=

:2

,2

zyxyzx

yzx
 

33. 






=++

=++

:6

,3333

zyx

xyzzyx
 

34. 
( )








=++

=







++++

:42

,9111

53 zyx

zyx
zyx

 

          



=++
=++

:15
,3

zyx
xyzxzxyyx

 35*. 
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−=++
=++

:6
,3333

zyx
xyzzyx

 

          

( ) ( )




=++
++=++

:12
,1432 2222

zyx
zyxzyx

 

          






=+

=++

:1sinsinlog

,cos422
2

5,0

2cossin1 22

yz

yxx

 

 

Գտնել բոլոր այն ( )yx,  բնական թվազույգերը, որոնք բավարարում 

են տվյալ հավասարությանը (39,40). 
 

39*. :263232 =−++ yxxyx  
 

40*. :100136 22 =+− yxyx  
 

Գտնել ամբողջ թվերի բոլոր ( )zyx ,,  եռյակները, որոնցից յուրա-

քանչյուրի համար տեղի ունի տրված հավասարությունը (41, 42). 
 

41*. ( ) ;3332633 22222 =+++− zyzyx  
 

42*. :30235 222 =−++ yzzyx  
 

43*. Լուծել համակարգը բնական թվերի բազմության մեջ. 

                      



=−
=+

:19
,34

ytxz
ztxy

 

 
 

 Լուծել անհավասարումը (44-53). 
 

 
:1122 ≥−+−− yxyx
 

 

 
:0cos25loglog5 ≤++ yx x  

36*. 

44. 

45. 

37*. 

38*. 
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:
cos

11 2

x
xyy ≥−−−    

 
:1cos 22 −−≥− xyyx
 

 

 
:01cos22 2 ≤−−+− xyxy
 

 

 

:
2
11

cos
12 2cos +≤−++ y

x
yx

 
 

 ( )( ) :34lg2lgsin2cos3 22 ≤++−− yyxx  
 

 

( )
( ) :1

cos
22log

2
3 ≤

+
+

yx

x

 
 

 ( ) :2arcsin2 2 π≥++π yxy  
 

 
( ) ( ) :

2
2arcsin1lg π≥+++ yy x

 
 

 a  պարամետրի ի՞նչ արժեքների դեպքում անհավասարությունը 
ճիշտ է ցանկացած zyx ,,  թվերի համար. 
 

  ( )222222 223 zyxayzxzzyx ++≥++++ : 
 

   a -ի ի՞նչ արժեքների դեպքում անհավասարումը լուծում ունի. 

           ( ) ( )2243 yxtgaytgxy +<− : 

  

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54*. 

55*. 
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§ 5. ԷՔՍՏՐԵՄՈՒՄԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ 

 
Նախնական  պարզաբանումներ  

 

էքստրեմումային  են կոչվում այն խնդիրները, որոնցում պահանջ-
վում է որոշել, թե ինչ ամենամեծ կամ ամենափոքր արժեք կարող է ըն-
դունել այս կամ այն մեծությունը։ Երկրաչափական բնույթի այդպիսի 
խնդիրների լուծման համար կարելի է առանձնացնել երկու մոտեցում՝ 
երկրաչափական և անալիտիկ։ 

Նշենք, որ սույն գլխում ընդգրկված բոլոր խնդիրները լուծվում են 
տարրական եղանակով (առանց ածանցյալի կիրառության), ընդ որում, 
մեծի մասամբ անհրաժեշտ կլինի կիրառել հանրահաշվական հայտնի 
անհավասարություններ։ Հարկ ենք համարում անդրադառնալ նաև այդ 
անհավասարություններին։ 

Ցանկացած  ոչբացասական a  և b  թվերի համար ճիշտ են  հետևյալ  
անհավասարությունները  (1-3). 
 

1) 2 2 2a b ab+ ≥ :        2) 
2

2
a bab + ≤  

 
:          3) 

2 2 2

2 2
a b a b+ +  ≤ 

 
:    

 

Այս անհավասարություններից յուրաքանչյուրում հավասարության 
նշան տեղի ունի այն և միայն այն դեպքում, երբ  a b= : 

Դիտnղություն։ 1-3 անհավասարությունները ճիշտ են a -ի և b -ի 
ցանկացած իրական արժեքների դեպքում։ Քանի որ երկրաչափական 
մեծությունների թվային արժեքները չեն կարող բացասական լինել, 
ուստի, այդ առումով էլ շեշտը դրվում է ոչբացասական a և b թվերի 
վրա: 
 

4) Ցանկացած դրական a -ի դեպքում ճիշտ է 
1 2a
a

+ ≥  
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անհավասարությունը։ Հավասարության դեպք տեղի ունի այն և 
միայն այն դեպքում, երբ 1a = : 

5) Թվաբանական և երկրաչափական միջինների կապը։ 
Ցանկացած a և b դրական թվերի համար ճիշտ է  

2
a b ab+ ≥  

անհավասարությունը։ Հավասարության դեպք տեղի ունի այն և 
միայն այն դեպքում, երբ a b= : 

Ընդհանրապես, ցանկացած դրական 1 2, ,..., na a a  թվերի համար 
ճիշտ է  

1 2
1 2

... ...n n
n

a a a a a a
n

+ + + ≥   

անհավասարությունը (Կոշիի անհավասարություն): Այստեղ հավասա-
րության նշան տեղի ունի այն և միայն այն դեպքում, երբ  

1 2 ... :na a a= = =   
Ելնելով դրական թվերի միջինների կապից (Կոշիի անհավասարությու-
նից) կարելի է ձևակերպել երկու կարևոր թեորեմներ (հետևանքներ), 
որոնք կարող են օգտակար լինել մեծագույնի և փոքրագույնի վերա-
բերյալ շատ խնդիրներ լուծելիս։ 
Թեորեմ 1։ Եթե դրական  n  փոփոխականների գումարը հաստատուն է, 
ապա այդ փոփոխականների արտադրյալը կունենա մեծագույն արժեք 
այն և միայն այն դեպքում, երբ բոլոր n  գումարելիները միմյանց 
հավասար են։ 
Այլ կերպ ասած, եթե 1 2 ... nx x x c+ + =  (հաստատուն), ընդ որում 0ix >   

( 1, 2,..., )i n= , ապա 2 nx x x⋅   արտադրյալը կընդունի մեծագույն ար-

ժեք այն և միայն այն դեպքում, երբ 1 2 ... n
cx x x
n

= = = = :  Այդ մեծագույն 

արժեքը հավասար է 
nc

n
 
 
 

: 
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Թեորեմ 2։ Եթե դրական  n  փոփոխականների արտադրյալը հաստա-
տուն է, ապա նրանց գումարը կընդունի փոքրագույն արժեք այն և միայն 
այն դեպքում, երբ բոլոր n  աբտաորիչեերը միմյանց հավասար են։ 
Այլ կերպ ասած, եթե 1 2... nx x x P=  (հաստատուն), ընդ որում 0ix >  

( 1, 2,..., )i n= , ապա 1 2 ... nx x x+ + + գումարը կընդունի փոքրագույն 
արժեք այն և միայն այն դեպքում, երբ  

1 2 ... n
nx x x p+ = = = : 

Այդ փոքրագույն արժեքը հավասար է nn p :  

6) Եթե 0a > , ապա x  փոփոխականի ցանկացած արժեքի դեպքում 
2( )f x ax bx c= + +  քաոակուսային ֆունկցիան բավարարում է հե-

տևյալ պայմանին՝ 

     

2

( )
2 4 4
b D Df x a x
a a a

 = + − ≥ − 
 

,     որտեղ 2 4D b ac= − : 

  Հետևանք։ Եթե 0a > , ապա  
2max( )

4
Dax bx c
a

+ + = − , երբ 
2
bx
a

= − : 

7) Եթե 0a > , ապա x  փոփոխականի ցանկացած արժեքի դեպքում 
2

4
Dax bx c
a

+ + ≤ − :  

Հետևանք։ Եթե 0a < , ապա 
2max( )

4
Dax bx c
a

+ + = − , երբ 
2
bx
a

= − : 

8) Եթե f  ֆունկցիան X  միջակայքի ցանկացած 1 2,x x  և 1 2 1a a+ =  

պայմանին բավարարող ցանկացած 1 0a ≥ , 2 0a ≥  թվերի համար 
բավարարում է 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )f a x a x a f x a f x+ > +     1 1 2 2 1 1 2 2( ( ) ( ) ( )f a x a x a f x a f x+ ≤ +   [ ] 
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պայմանին, ապա X  միջակայքի կամայական 1 2, ,..., nx x x  և 

1 2 ... 1na a a+ + + =  պայմանին բավարարող ցանկացած ոչ բացա-

սական 1 2, ,..., na a a թվերի համար տեղի ունի 
 

1 1 2 2 1 1 2 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n n nf a x a x a x a f x a f x a f x+ + + > + + +  
համապատասխանաբար 

1 1 2 2 1 1 2 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n n nf a x a x a x a f x a f x a f x+ + + ≤ + + +   
Հ ետևան ք ։  Եթե f  ֆունկցիան այնպիսին է, որը X  միջակայքի 

ցանկացած 1x  և 2x  թվերի համար բավարարում է հետևյալ անհա-
վասարությանը՝ 

1 2 1 2( ) ( )
2 2

x x f x f xf + +  ≥ 
 

     1 2 1 2( ) ( )
2 2

x x f x f xf + +   ≤     ,
 

ապա այդ միջակայքի ցանկացած 1 2, ,..., nx x x  թվերի համար ճիշտ 
է նաև հետևյալ անհավասարությունը՝ 
 

1 2 1 2... ( ) ( ) ... ( )n nx x x f x f x f xf
n n

+ + + + + +  ≥ 
 

 

(համապատասխանաբար, 
 

1 2 1 2... ( ) ( ) ... ( )n nx x x f x f x f xf
n n

+ + + + + +  ≤  
  

: 

 

[ 

]: 
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ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ 
 
1. Ուղղանկյուն զուգահեռանիստի բոլոր կողերի երկարությունների 

գումարը հավասար է 64 սմ, հիմքի մակերեսը՝ 16 սմ2։ Այդ զուգա-
հեռանիստի ի՞նչ չափսերի դեպքում նրա ծավալը կլինի ամենա-
մեծը։ 

 

2. Ուղիղ զուգահեռանիստի հիմքը քառակուսի է։ Նրա կողմնային 
նիստի պարագիծը հավասար է 54 սմ-ի։ Ինչպիսի՞ն պետք է լինի 
զուգահեռանիստի հիմքի կողմի երկարությունը, որպեսզի նրա 
ծավալը լինի ամենամեծը։ 

 

3. 36 մ3 տարողություն ունեցող բաց բաքն ունի ուղղանկյուն զուգա-
հեռանիստի ձև, որի հիմքի կողմերը հարաբերում են այնպես, ինչ-
պես 1:2: Բաքի ի՞նչ չափսերի դեպքում նրա մակերևույթի մակերե-
սը կլինի ամենափոքրը։ 

 

4. Պահանջվում է պատրաստել փակ արկղ, որի հատակը լինի քա-
ռակուսի, իսկ ծավալը 8 դմ3։ Ինչպիսի՞ն պետք է լինեն արկղի 
գծային չափսերը, որպեսզի նրա լրիվ մակերևույթի մակերեսը լի-
նի ամենափոքրը։ 

 

5. Որոշել 32 մ3 ծավալ ունեցող քառակուսի հատակով բաց ավազա-
նի չափսերն այնպես, որպեսզի նրա պատերի և հիմքի պաստա-
ռապատման վրա ծախսվի ամենաքիչ քանակությամբ նյութ։ 

 

6. Պահանջվում է պատրաստել փակ արկղ, որի հիմքի մակերեսը    
1 մ2 է։ Բոլոր կողերի երկարությունների գումարը պետք է հավա-
սար լինի 20 մ։ Գտնել այն արկղի չափսերը, որի մակերևույթի մա-
կերեսն ամենամեծն է: 

 
7. Պահանջվում պատրաստել զուգահեռանիստի ձև ունեցող տուփ։ 

Տուփի հատակի մակերեսը պետք է հավասար լինի 2 դմ2, իսկ 
կողմնային մակերևույթի մակերեսը 18 դմ2։ Տուփի ի՞նչ չափսերի 
դեպքում բոլոր կողերի երկարությունների գումարը կլինի ամե-
նափոքրը։ 
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8. Միևնույն լրիվ մակերևույթի մակերես ունեցող բոլոր ուղղանկյուն 
զուգահեռանիստերից գտնել այն, որն ունի ամենամեծ ծավալը։ 

 

9. Զուգահեռանիստերի բազմությունից, որոնց կողմնային նիստերի 
պարագծերը հավասար են 12 սմ և 18 սմ, որոշել այն զուգահեռա-
նիստի ծավալը, որին կարելի է արտագծել ամենափոքր շառավ-
ղով գունդը: 

 

10. Ողիղ եռանկյուն պրիզմային հիմքը կանոնավոր եռանկյուն է։ 
Պրիզմայի կողմնային նիստի պարագիծը 42 սմ է։ Ինչպիսի՞ն 
պետք է լինի պրիզմայի հիմքի կողմի երկարությունը, որպեսզի 
նրա ծավալը լինի ամենամեծը։ 

 

11. Կանոնավոր քառանկյուն պրիզմայի ծավալը հավասար է 8 դմ3։ 
Գտնել այդպիսի պրիզմայի լրիվ մակերևույթի ամենափոքր մակե-
րեսը, գիտենալով, որ պրիզմայի հիմքի կողմը կարող է ընդունել 
(1;4) միջակայքին պատկանող ցանկացած արժեք։ 

 

12. Կանոնավոր եռանկյուն պրիզմայի նիստի պարագիծը 12 սմ է։ 
Պրիզմայի հիմքի կողմի ի՞նչ երկարության դեպքում նրա ծավալը 
կլինի ամենամեծը։ 

 

13. Կանոնավոր քառանկյուն պրիզմայի նիստի պարագիծը 6 սմ է։ 
Պրիզմայի հիմքի կողմի ի՞նչ երկարության դեպքում նրա ծավալը 
կլինի ամենամեծը։ 

 
14. Կանոնավոր եռանկյուն բուրգի հիմքի կողմի և բարձրության եր-

կարությունների գումարը 9 սմ է։ Բուրգի հիմքի կողմի ի՞նչ երկա-
րության դեպքում նրա ծավալը կլինի ամենամեծը: 

 

15. Կանոնավոր քառանկյուն բուրգի բարձրության և հիմքի կողմի եր-
կարությունների գումարը 6 սմ է։ Բուրգի հիմքի կողմի երկարու-
թյան ի՞նչ արժեքի դեպքում նրա ծավալը կլինի ամենամեծը։ 
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16. Քառանիստի մի զույգ հակադիր կոդերից յուրաքանչյուրի երկա-
րությունը x է. իսկ մյուս կողերից յուրաքանչյուրը՝ 1։ x -ի ի՞նչ ար-
ժեքի դեպքում այդ քառանիստի ծավալը կլինի ամենամեծը։ 

 

17. Կանոնավոր եռանկյուն բուրգի բոլոր կողերի երկարությունների 
քառակուսիների գումարը հավասար Է 30 սմ2։ Հիմքի կողմի և 
կողմնային կողի ինչպիսի՞ արժեքների դեպքում այդ բուրգի կողմ-
նային մակերևույթի մակերեսը կլինի ամենամեծը։  

 

18. Կանոնավոր վեցանկյուն բուրգի կողմնային կողի երկարությունը 
1 սմ է։ Հիմքի կողմի ինչպիսի՞ երկարության դեպքում բուրգի ծա-
վալը կլինի ամենամեծը։ 

 

19. SABCD  բուրգի հիմքը ABCD  ուղղանկյունն է, 6AB BC= .    
SD -ն այդ բուրգի բարձրությունն է և 15SD BC+ = սմ: Գտնել 
BC  հատվածի երկարությունը, որի դեպքում բուրգի ծավալը 
ամենամեծն է։ 

 

20. SABCD  կանոնավոր քառանկյուն բուրգի կողմնային նիստի 
մակերեսը հավասար 8 սմ2, իսկ AB  հատվածը կարող ընդունել 
(1;5) հատվածի ցանկացած արժեք։ Գտնել բուրգի լրիվ մակերևույ-
թի մակերեսը, եթե AB  հատվածի և բուրգի հարթագծի երկարու-
թյունների գումարն ամենամեծն է։ 

 

21. Գլանների բազմությունից, որոնցից յուրաքանչյուրի բարձրության 
և առանցքային հատույթի անկյունագծի գումարը հավասար է   
a -ի, գտնել այն գլանի կողմնային մակերևույթի մակերեսը, որն 
ունի ամենամեծ ծավալը։ 

 

22. Տրված 2V π=  ծավալ ունեցող բոլոր գլաններից գտնել այն, որի 
լրիվ մակերևույթի մակերեսն ամենափոքրն է: 

 

23. Գլանի առանցքային հատույթի պարագիծը հավասար է 16 սմ, 
իսկ հիմքի տրամագիծը կարող է ընդունել (1;5) միջակայքին 
պատկանող ցանկացած արժեք. Գտնել այն գլանի կողմնային մա-
կերևույթի մակերեսը, որն ունի առանցքային հատույթի ամենա-
մեծ մակերեսը։ 
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24. Գտնել գլանի բարձրության և հիմքի շառավղի հարաբերությունը, 
որը տրված ծավալի դեպքում ունի լրիվ մակերևույթի ամենա-
փոքր մակերեսը։ 

 

25. Տրված լրիվ մակերևույթի S  մակերես ունեցող բոլոր կոներից 
գտնել այն, որն անի ամենամեծ ծավալը։ 

 

26. Տրված V  ծավալ ունեցող բոլոր կոներից գտնել այն, որն ունի 
կողմնային մակերևույթի ամենափոքր մակերեսը: 

 

27. 4 3  սմ ծնորդ ունեցող բոլոր կոներից գտնել այն, որի ծավալն ամե-
նամեծն է:  

 

28. Գտնել կոնի բարձրության և հիմքի շառավղի հարաբերությունը, որը 
տրված ծավալի դեպքում ունի լրիվ մակերևույթի ամենափոքր մա-
կերեսը։ 

 

29. Կոնի առանցքային հատույթի պարագիծը հավասար է 8 դմ: Գտ-
նել կոնի հիմքի շառավիղն ու բարձրությունը, որոնց դեպքում 
նրա ծավալը կլինի ամենամեծը։ 

 

30. Կոնի բարձրությունը 3 սմ է. իսկ հիմքի շառավիղը 1 սմ։ Կոնի հիմքի 
հարթությունից ի՞նչ հեռավորության վրա պետք է տանել հիմքին զու-
գահեո հարթություն, որպեսզի կոնի հատույթը որպես հիմք և կոնի 
հիմքի կենտրոնը գագաթ ունեցող նոր կոնի ծավալը լինի ամենամեծը։ 

 

31. Ուղղանկյուն զուգահեռանիստի հիմքը քառակուսի է։ Նրա վերին 
հիմքի վրա կառուցված է նույն հիմքով քառանկյուն բուրգ, որի 
նիստերը կանոնավոր եռանկյուններ են։ Այդ պատկերի ծավալը 

հավասար է 3 3 3 2 2
6

+ −  սմ3։ Ուղդանկյուն զռւգահեռանիստի 

հիմքի կողմի ի՞նչ արժեքի դեպքում այդ պատկերի լրիվ 
մակերևույթի մակերեսը կլինի ամենափոքրը։ 

 

32. Կանոնավոր եռանկյուն պրիզմաների բազմությունից, որոնցից 
յուրաքանչյուրի կողմնային նիստի պարագիծը հավասար է 14 սմ, 
որոշել այն պրիզմայի կողմնային մակերևույթի մակերեսը, որին 
կարելի է արտագծել ամենափոքր շառավղով գունդ։ 
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33. Կանոնավոր եռանկյուն բուրգի հիմքի կողմը հավասար է 6 սմ, 
իսկ բարձրությունը՝ 9 սմ։ Այդ բուրգին ներգծված է կանոնավոր 
եռանկյուն պրիզմա (վերին հիմքի գագաթները գտնվում են բուրգի 
կողմնային կողերի վրա, իսկ ստորին հիմքի գագաթները՝ բուրգի 
հիմքի վրա)։ Գտնել այն պրիզմայի բարձրությունը, որի ծավալն 
ամենամեծն է։ 

 

34. Հիմքի a  կողմով և h  բարձրությամբ կանոնավոր քառանկյուն 
բուրգին ներգծված է կանոնավոր քառանկյուն պրիզմա այնպես, 
որ նրա ստորին հիմքը գտնվում է բուրգի հիմքի վրա։ Գտնել 
նշված պայմաններին բավարարող այն պրիզմայի հիմքի կողմի 
երկարությունն ու բարձրությունը, որի կողմնային մակերևույթի 
մակերեսն ամենամեծն է։ 

 

35. Տրված գլանին ներգծած բոլոր ուղղանկյուն զուգահեռանիստերից 
գտնել այն, որն ունի ամենամեծ ծավալը։ 

 

36. Տրված R  շառավիղն ունեցող գնդային մակերևույթին ներգծած 
բոլոր ուղղանկյուն զուգահեռանիստերից գտնել այն, որն ունի 
ամենամեծ ծավալը։ 

 

37. Կոնին, որի հիմքի շառավիղը հավասար է 6 սմ, իսկ բարձրությու-
նը՝ 15 սմ, ներգծած է գլան, որն ունի լրիվ մակերևույթի ամենամեծ 
մակերեսը։ Գտնել գլանի ծավալը։ 

 

38. Գլանը վերևից լրացված է նույն շառավղով կիսագնդով: Այդ մար-
մնի ծավալը հավասար է 45π  սմ3։ Գլանի հիմքի շառավղի ի՞նչ 
արժեքի դեպքում այդ մարմնի լրիվ մակերևույթի մակերեսը կլինի 
ամենափոքրը։ 

 

39. Տրված R  շաոավիղն ունեցող գնդային մակերևույթին ներգծած 
զուգահեռանիստերից գտնել այն, որն ունի լրիվ մակերևույթի 
ամենամեծ մակերեսը: 

 

40. R  շառավղով գնդային մակերևույթին ներգծված է կոն։ Այդ կոնե-
րից գտնել այն, որի ծավալն ամենամեծն է։ 
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41. R  շառավղով գնդային մակերևույթին ներգծված բոլոր կոներից 
գտնել այն, որի կողմնային մակերևույթի մակերեսն ամենամեծն է։ 

42. Կոնին, որի հիմքի շառավիղը 2 սմ է, իսկ բարձրությունը՝ 6 սմ, 
ներգծված բոլոր  գլաններից գտնել այն, որի լրիվ մակերևույթի 
մակերեսն ամենամեծն է. 

 

43*. Ուղղանկյուն զուգահեռանիստի կողերի երկարություններն են a , 
b  և c : Ինչի՞ է հավասար այղ զուգահեռանիստի ուղղանկյուն 
պրոյեկցիայի ամենամեծ մակերեսը հարթության վրա։ 

 

44*. Տրված է 1 երկարությամբ կողով 1 1 1 1ABCDA B C D  խորանարդը։ 

1AA  ուղղի վրա վերցված է M  կետը, իսկ BC  ուղղի վրա` N  

կետն այնպես, որ MN  ուղիղը հատում է 1 1C D  կողը։ Գտնել MN  
հատվածի երկարության ամենափոքր արժեքը։ 

 

45*. Ապացուցել, որ տրված հիմքով և միատեսակ բարձրություններով 
բուրգերից կողմնային մակերևույթի մակերեսի ամենափոքր ար-
ժեքն ունի այն բուրգը, որի գագաթը պրոյեկտվում է հիմքին ներ-
գծած շրջանագծի կենտրոնում: 
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§ 6. ԱԾԱՆՑՅԱԼԻ  ԿԻՐԱՌՈՒՄԸ  ՏԱՐԱՏԵՍԱԿ  
ԽՆԴԻՐՆԵՐ ԼՈՒԾԵԼԻՍ 

 
Դպրոցական դասընթացում դիֆերենցիալ հաշվի ներմուծմամբ սովո-

րողներն իրենց «ձեռքի տակ» ունենում են այնպիսի հզոր զենք, որի միջո-
ցով «տարրական մաթեմատիկայի» տարբեր բաժինների բավականին բա-
րդ խնդիրներ լուծվում են առանց դժվարության: 

Ածանցյալի կիրառմամբ խնդիրների լուծումը հաջողությամբ իրակա-
նացնելու համար սովորողներին հարկ կլինի նախապես գիտենալ. 

1) ածանցյալի սահմանումը, 
2) ածանցման հիմնական կանոնները, 
3) տարրարկան ֆունկցիաների ածանցյալները, 
4) բարդ ֆունկցիայի ածանցման կանոնը, 
5) ( )0 / 2sinx x tgx x π< < < < անհավասարությունը, 

6) ֆունկցիաների մոնոտոնության և էքստրեմումների վերաբերյալ բո-
լոր սահմանումները և այն թեորեմները, որոնք կապված են ածանցյալի 
հետ: 

Ինչպես նշվեց վերևում, ածանցյալի միջոցով ուսուցանվում են ընդհա-
նուր մեթոդներ, որոնցով սովորողներին հնարավորություն է տրվում ա-
զատորեն կատարել զանազան ֆունկցիաների հետազոտումներ՝ մոնոտո-
նության միջակայքերը, էքստրեմումները, ինչպես նաև մեծագույն և փոք-
րագույն արժեքները գտնելու ուղղությամբ: 

Նույնիսկ դպրոցական մաթեմատիկայի դասընթացում ածանցյալի կի-
րառությունը չի սահմանափակվում էքստրեմալային հարցերի քննար-
կումներով: Բնագիտամաթեմատիկական հոսքերի դասարաններում կա-
րելի է ընդլայնել ածանցյալի կիրառությունները՝ տարատեսակ օգտակար 
ու կիրառական խնդիրներ լուծելու համար: 

Երբեմն հարկ է լինում որոշել տրված հավասարման արմատների քա-
նակը: Այդպիսի խնդիրներ լուծելիս շատ դեպքերում տարրական մեթոդ-
ներով չի հաջողվում հասնել նպատակին: Այդ դեպքում §օգնության է գա-
լիս¦ ածանցյալը: 
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Սկսած 8-րդ դասարանից, հանրահաշվի դասընթացում սովորողները 
բազմիցս առնչվել են անհավասարությունների ապացուցման հետ: Հատ-
կապես բնագիտամաթեմատիկական հոսքերի դասընթացներում ներ-
մուծվում ու ապացուցվում են հայտնի շատ անհավասարություններ, ո-
րոնց կիրառմամբ էլ բազմաթիվ անհավասարություններ են ապացուց-
վում: Քիչ չեն նաև մաթեմատիկական ինդուկցիայի մեթոդով ապացուց-
վող անհավասարությունները: Սակայն գոյություն ունեն բազմաթիվ կի-
րառություններ ունեցող հայտնի և հետաքրքիր անհավասարություններ, 
որոնց ապացուցման համար տարրական մեթոդների կիրառումը կա°մ 
մեծ դժվարությունների է հանգեցնում կա°մ ապարդյուն է դառնում: Նման 
դեպքերում ևս անհրաժեշտություն է առաջանում դիմել ածանցյալին, որի 
միջոցով էլ հիմնականում հաջողությամբ են լուծվում այդպիսի խնդիրնե-
րը: Այսպես, օրինակ, որպեսզի ապացուցել f(x) ≥ 0

 
անհավասարությունը 

[0;  )∞  
միջակայքում, բավական է ապացուցել, որ այդ միջակայ-

քում ( ) 0f΄ x ≥ և 0(0) :f ≥  
Հաջողությամբ ընտրված ֆունկցիայի միջոցով կարելի է ապացուցել 

թվային այնպիսի անհավասարություններ, որոնք հնարավոր չէ 
ապացուցել տարրական մեթոդներով: 

Օրինակ, 
5 6

, 6 5eeπ π> > անհավասարություններն ապացու-

ցելու համար հարմար է ընտրել 
ln( ) xf x

x
=

 
ֆունկցիան և այն դիտարկել 

մոնոտոնության առումով: 
Շատ գումարներ հեշտությամբ են հաշվվում ածանցյալի միջոցով՝ 

հիմքում ունենալով հայտնի գումարներ կամ այնպիսի գումարներ, որոնք 
հեշտությամբ են հաշվվում տարրական մեթոդներով: Այդպիսի գումար-
ների հաշվումը ևս դժվարություններ կարող են առաջացնել ածանցյալից 
չօգտվելու դեպքում: 
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ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ 
 

Քանի՞ արմատ ունի հավասարումը (1-11). 
 

1. 3 23 4 25 0 :x x x− + − = 2. 5 310 45 17 0 :x x x− + − =
3. 3 23 45 80 0 :x x x+ − + = 4. 4 33 4 24 18 0 :x x x+ − + =
5. 32 8 1 0 :x x− + = 6. 4 33 4 2 0 :x x− − =
7. 1:xe x= + 8. 22 :xe x=
9. 2 4 :x x=  10. 110 :x x− =
11. 22 18 6 0 :xe x x+ + − =   

 

Գտնել հավասարման արմատների քանակը՝ կախված a պարա-
մետրից (12-17). 

 

12. 3 23 :x x a− =  13. 3 1 :x ax+ =  14. ln :x ax=
15. :xe a x=  16. 2 :xx e a=  17. 2ln :x ax=  

 
18. Պարզել, թե b պարամետրի ի՞նչ արժեքի դեպքում գոյություն 

ունի այնպիսի             թիվ, որ  22  а lnx x b= +  հավասարումն ունենա 
միակ արմատ: 

 
 

Ապացուցել անհավասարությունը (19-36). 

19. 2 3 1 2 :
6 3

x x x− < ≥ 
 
 

 

20. :xe e x≥  
21. 1:xe x≥ +  

22. ( ) ( )1  0ln x x x+ ≤ ≥ : 

23. ( ) ( ) ( )1    0 :
1 

xln x x
x

+ > >
+  

24. ( )1 1 :xe ln x> + +  

0a >
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25. ա) y xx y> , եթե 0 ,y e< <  բ) ,y xx y< եթե :e x y< <  

26. ( ) ( )1 1  0 1, 0px px p x+ ≤ + ≤ ≤ ≥  

27. ( ) ( )1 1  1,  0px px p x+ ≥ + ≥ ≥  

28. 
2

1– :
2
xcosx ≥  

29. (2     0
2

sinx x x π
π

≥ ≤ ≤ 


:  

30. 
3

:
3
xtgx x> +  

31. 
3

sin :
6
xx x> −  

32. 2  0 :
2

sinx tgx x x π 
 


> <


+ <  

33. lnx y x x y
x y y
− −< <

 
(0 < y < x): 

34. ln ln ln
2

x x y y x y
x y

+ +>
+

 (x >, y > 0): 

35.   xα – 1 ≤ α(x – 1) (x > 0, 0 ≤ α ≤ 1): 
36.   xayb ≤ ax + by, որտեղ x > 0, y > 0, a ≥ 0, b ≥ 0 և  a + b = 1: 
 

Ո՞ր թիվն է մեծ (37-42). 
 

37.   4041  թե՞  4140: 38.  20162017 թե՞  20172016: 
39.   2,012,02  թե՞  2,022,01      40.  3,14π  թե՞  3,14 :π  

41*. 2
201  

թե՞  101ln :
100                 

42*. 199100  թե՞ 
99 10099 101 :⋅  

 

Ապացուցել թվային անհավասարությունը (43-47). 
43.   3 3 :ee >                              44. 6 27 :ee − <   
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45.   1 199 :
10 200

cos >
                    

46. 0.01 1,01:e >  

47.   1 1 :
50 100 25

sin π< <
   

48*. Ապացուցել, որ ցանկացած n > 1 բնական թվի դեպքում  

 :
2

)1–()1–(...32 3 nnxnxnxx n +≤+++  

49*. Ապացուցել Գյոլդերի անհավասարությունը՝ 
 

          եթե 0, 0 ( 1,2,3..., )i ix y i n≥ ≥ = , a > 0,  b > 0  և  a + b = 1, ապա 

( ) :...... ...
11

2

1

1212211

111
b

bnbb

a

nnn yyyxxxyxyxyx aaa 





 ++++++≤+++

 

 
*   *   * 

50. Օգտվելով երկրաչափական պրոգրեսիայի գումարի բանաձևից, 
հաշվել  

21 ... nx x x+ + + +  
գումարը։ Այնուհետև, կիրառելով ածանցյալը, ստացված հավա-
սարությունից արտածել բանաձև հետևյալ գումարի համար՝ 

2 11 2 3 ... :nx x nx −+ + + +  
 

Գտնել բանաձև տրված գումարի համար (51-55). 
 

51. 2 2 2 2 2 11 2 3 ... nx x n x −+ + + + : 
 

 
( ) 11 2 2 3 ... 1 nx n n x −⋅ + ⋅ + + +

: 

 ( )2 4 2 21 3 5 ... 2 1 :nx x n x −+ + + + −
 

 ( ) ( )14 8 4 41 5 9 ... 1 4 3n nx x n x− −− + + + − −
: 

 ( )22 2 2 2 4 2 21 3 5 ... 2 1 :nx x n x −+ + + + −
 

52.

53.

54.

55.
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56. Արտածել բանաձև 2 ...nS sin x sin x sinnx= + + +  գումարի 
համար: 

 Ց ո ւ ց ո ւ մ :  Օգտվելով  ( ) ( )2sin sin cos cosα β α β α β⋅ = − − +
 

  բանաձևից պարզեցնել  2
2 n
xsin S⋅  արտահայտությունը: 

 

Օգտվելով նախորդ առաջադրանքի արդյունքից, ածանցյալի 
միջոցով արտածել բանաձև տրված գումարի համար (57-59). 
 

57. 2 2 ...cosx cos x n cosnx+ + + : 
 

58. sin x + 22sin2x + ...+ n2sin nx: 
 

59. cos x + 23cos2x + ...+ n3cos nx:  
 
60. Արտածել բանաձև հետևյալ գումարի համար՝ 
 

                                

1 2 ...
2nS cosx cos x cos nx= + + + + : 

Ցուցում :  Սկզբում հաշվել 2
2 n
xsin S⋅  արտահայտությունը: 

 
Օգտվելով նախորդ արաջադրանքի արդյունքից, ածանցյալի 

կիրառմամբ արտածել բանաձև տրված գումարի համար (61-63). 
 

61. 2 2 3 3 ... :sinx sin x sin x nsin nx+ + +  
 

 
2 2 22 2 3 3 ...cosx cos x cos x n cosnx+ + + : 

 

63. 3 32 2 ... :sinx sin x n sinnx+ + +  
 

64.  Արտածել բանաձև հետևյալ արտադրյալի համար՝  
 

... :
2 4 8 2n n

x x x xP cos cos cos cos= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

 

62. 
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Ցուցում :  Պարզեցնել 2
2n
xP sin  արտահայտությունը՝ օգտվելով 

2 2sin cos sinα α α=  բանաձևից: 
 
Օգտվելով նախորդ առաջադրանքի արդյունքից, ածանցյալի կիրառ-
մամբ արտածել բանաձև տրված գումարի համար (65, 66). 

 

65*.   
1 1 1... :
2 2 4 4 2 2n n

x x xtg tg tg+ + +
 

 

66*.   
2 2 2 2

1 1 1...
4 16 2

2 4 2
n

n
x x xcos cos cos

+ + +

  

,  x ≠ πk (k ∈ Z ): 
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§ 7 ԱՍՈՒՅԹՆԵՐ, ՊՆԴՈՒՄՆԵՐ 
 

Նախնական տեղեկություններ 
 

Որևէ իրադրություն նկարագրելու կամ մեկնաբանելու համար 
մարդն իր դատողություններն արտահայտում է որոշակի նախադա-
սություններով, որոնցից շատերը ներկայացնում են այս կամ այն 
փաստի կամ օրինաչափության հաստատումը, հիմնավորումը, մեկ 
բառով՝ պնդումը։ Պնդումները կարող են վերաբերել նաև առարկանե-
րի դասերին, այդ դեպքում պնդումն արտահայտվում է փոփոխական-
ների միջոցով։ 

Ասույթ  են անվանում ամեն մի պնդում, որի մասին իմաստ ունի 
ասել, որ այն ճշմարիտ է կամ՝ կեղծ։ «Ասույթե բառի փոխարեն հա-
ճախ գործածվում է «պնդումե արտահայտությունը։ Բերենք ասույթնե-
րի մի քանի օրինակ:  

«29-ը պարզ թիվ է»,  

« 47 7> », 
«Արմենը 15 տարեկան է», 
«Արշակը լողորդ է», 
«Վարունգը բանջարեղեն է»,  
«Գայլն ընտանի կենդանի է»,  
«Փարիզը Հունգարիայի մայրաքաղաքն է» և այլն։ 
Կարճության համար ասույթն ամբողջությամբ նշանակվում է 

լատինական այբուբենի որևէ գլխատառով՝ , , , ...A B C  ։ 
Ունենալով որևէ P  ասույթ, կարելի է կազմել նոր ասույթ՝ P  

ասույթի ժխտում ։ Այն նշանակվում է P -ով (կարդում են « P գծիկով», 
կամ՝ ոչ P ), որը ճշմարիտ է, եթե P  ասույթը կեղծ է, և՝ հակառակը, 
կեղծ է, եթե P -ն ճշմարիտ է։ 

Օրինակներ . 1) եթե P = «119-ը պարզ թիվ է», ապա P = {119-ը 
պարզ թիվ չէ»։ 

2) եթե q = « ABCD  քառանկյան յուրաքանչյուր անկյունը փոքր է 
110 °-ից», ապա  
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q = « ABCD  քառանկյան անկյուններից գոնե մեկը փոքր չէ 110 °-ից», 

3) եթե A  = «Հռոմն Իտալիայի մայրաքաղաքը չէ», ապա A  = «Հռոմն 
Իտալիայի մայրաքաղաքն է», 

4) եթե B  = «Արշավախմբի մասնակիցներից յուրաքանչյուրի տարիքը 

չի գերազանցում 40-ը», ապա B  = «Արշավախմբում կա մարդ, որի 
տարիքը 40-ից մեծ է»։ 

Ունենալով երկու (կամ ավելի) ասույթներ, նրանց միավորմամբ 
կարելի է կազմել բարդ ասույթներ՝ գործածելով, այսպես կոչված, 
տրամաբանական կապեր «ոչ» նախածանցը, «և», «կամ» շաղկապները, 
«եթե..., ապա...», «այն և միայն այն դեպքում...» բառակապակցություն-
ները7։ 

Դպրոցական   մաթեմատիկայի   դասընթացում  ներառված թեորեմ-
ները և ապացուցման խնդիրները ճշմարիտ պնդումներ են։ Թեորեմների 
ձեակերպումներն ունեն «Եթե..., ապա...» տեսքը, իսկ ապացուցման 
խնդիրները «Ապացուցել, որ...» տեսքը։ 

Սովորողների մտավոր զարգացման և, ընդհանրապես, մաթեմատի-
կական գիտելիքների և կուլտուրայի ձևավորման գործում օգտակար դեր 
կարող են տանել այսպիսի ձևակերպումներով խնդիրները. 

«Ճ՞իշտ է, արդյոք, հետևյալ պնդումը՝ ...», 
«Հիմնավորել կամ հերքել պնդումը՝...», 
որոնցում ձևակերպված պնդումները կարող են լինել ինչպես 

ճշմարիտ, այնպես էլ՝ ոչ ճշմարիտ։ Օգտակար են նաև այսպիսի 
տեքստերով խնդիրները.  

«Գոյություն ունի՞, արդյոք,...»,  
«Հնարավո՞ր է ընտրել...»: 
Այդպիսի առաջադրանքները կատարելիս սովորողները գուշակում 

են համապատասխան ճշմարիտ պնդումը և փորձում հիմնավորել այն։ 
Վերոնշյալ ձևակերպումներով առաջադրանքները սովորողների մոտ 
կարող են առավել հետաքրքրություն առաջացնել մաթեմատիկայի 

                                                 
7 Ասույթների վերաբերյալ տեսական տեղեկատվությունը զետեղված է ,Հանրահաշիվ և 
մաթեմատիկական անալիզի տարրեր-11 (բնագիտամաթեմատիկական հոսքի համար)ե 
դասագրքի 3-րդ գլխում: Այդ նկատառումով էլ այստեղ տեսական նյութը չի ծավալվում: 
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նկատմամբ, քանի որ նրանք սկսում են ինքնուրույն վերլուծություններ և 
բացահայտումներ անել։ 

Մաթեմատիկա ուսումնասիրելիս, հիմնականում, մենք գործ ենք ու-
նենում մեկ կամ մի քանի փոփոխական պարունակող պնդումների հետ։ 
Օրինակ, « 2 4n n+ արտահայտության արժեքը բնական n -ի դեպքում 
բաժանվում է 4-ի» պնդումը կախված է n  փոփոխականից։ Պարզ է, որ 
n -ի յուրաքանչյուր զույգ արժեքի դեպքում ստացվում է ճշմարիտ 
պնդում (ճշմարիտ ասույթ), իսկ ամեն մի կենտ արժեքի դեպքում՝ կեղծ 
պնդում (կեղծ ասույթ)։ Փոփոխական պարունակող « ( ),P x x M∈ » 

նախադասությունը, ընդհանրապես ասած, ասույթ չէ։ Սակայն, 
ենթադրվում է, որ յուրաքանչյուր ֆիքսված 0x M∈  տարրի համար 

ստացված « 0( )P x » նախադասությունն ասույթ է։ Օրինակ, «Ցանկացած 

x N∈  դեպքում 3 5x x−  արտահայտությունը բաժանվում է 6-ի» 
պնդումը ասույթ չէ։ Մասնավորաբար, 4x =  արժեքի դեպքում 
ստացված «34-ը բաժանվում է 6-ի» պնդումն ասույթ է: 

Դպրոցական դասագրքերում և խնդրագրքերում ավելի հաճախ 
հանդիպում են ճշմարիտ պնդումներ (թեորեմների կամ ապացուցման 
խնդիրների տեսքով)։ Սովորողի խնդիրն է՝ յուրացնել թեորեմների 
ապացուցումները և փորձել ինքնուրույն հաստատել ապացուցման 
խնդիրների բովանդակությունը ներկայացնող պնդումները։ 

Խսնդիրը համեմատաբար այլ է գիտական հետազոտության մեջ։ 
Այստեղ հետազոտողին անհրաժեշտ է լինում ձևակերպել պնդումներ, 
որոնց նա հանգում է ուսումնասիրությունների արդյունքում։ Այդպիսի 
պնդումները կարող են լինել ինչպես ճշմարիտ, այնպես էլ ոչ ճշմարիտ։ 

Եթե չի հաջողվում հաստատել (ապացուցել) տվյալ պնդումը, ապա 
բնական է, որ պետք է առաջանա կասկած՝ գուցե այն ճշմարիտ չէ։ Նման 
դեպքում փորձ է արվում հերքել համապատասխան պնդումը։ Սաթեմա-
տիկական յուրաքանչյուր թեորեմի մեջ խոսվում է ոչ թե մեկ օբյեկտի, 
այլ, հիմնականում, անվերջ բազմությամբ նմանատիպ օբյեկտների մա-
սին։ Օրինակ. «Շրջանագծին ներգծված քառանկյան հանդիպակաց     
անկյունների գումարը հավասար է 180°-ի» թեորեմի (ճշմարիտ պնդման) 
մեջ խոսվում է ոչ թե կոնկրետ, առանձին վերցված մեկ քառանկյան, այլ 
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ցանկացած շրջանագծին ներգծված կամայական քառանկյան մասին (ո-
րոնք, ակնհայտորեն, անվերջ են)։ Այստեղ էական ենք համարում նշել 
հետևյալ հանգամանքը. եթե պնդման մեջ օգտագործվում է որևէ հասկա-
ցության ընդհանուր անվանումը (մեր օրինակում «շրջանագիծ» և «քա-
ռանկյուն»), ապա նկատի են առնվում այդ հասկացության ծավալի մեջ 
մտնող բոլոր օբյեկտները, թեև հնարավոր է, որ ձևակերպման մեջ «բո-
լոր», «ցանկացած» («կամայական») բառերը նշված չլինեն։ Թեորեմի ձևա-
կերպման վերաբերյալ այս ըմբռնումը հիմք է տալիս կողմնորոշվելու, թե 
անհրաժեշտության դեպքում ինչպես կարելի է հաստատել որոշակի ա-
ռանձնահատկությամբ ձևակերպված (բայց չապացուցված) պնդման 
անճշտությունը։ 

Կարևոր ենք համարում, որ սովորողների գիտակցության մեջ ամ-
րապնդվի հետևյալ փաստը. պնդումը համարվում է ճշմարիտ այն և 
միայն այն դեպքում, եթե այն ճշմարիտ է բոլոր (առանց բացառության) 
այն օբյեկտների համար, որոնց վերաբերում է տվյալ պնդումը։ Եթե շատ 
(նույնիսկ անվերջ) դեպքերի համար պնդումը ճիշտ է, սակայն թեկուզ 
մեկ դեպքի համար այն տեղի չունի, ապա ձևակերպված պնդումը հա-
մարվում է կեղծ (սխալ)։ Հետևաբար, որպեսզի հերքենք ընդհանրական 
իմաստ ունեցող մաթեմատիկական որևէ պնդում, այսինքն, ցույց տանք, 
որ այն ճշմարիտ չէ, լիովին բավական է հաստատել նրա կեղծ լինելն ա-
ռանձին վերցված մեկ մասնավոր դեպքի համար։ Այլ կերպ ասած, բա-
վական է կառուցել հերքող մեկ օրինակ (հակաօրինակ)։ Նկատենք, որ 
վերևում բերված n  փոփոխականով պնդումը ճշմարիտ չէ։ Իրոք, վերց-
նելով, օրինակ, 1n =  արժեքը , ստանում ենք 2 24 1 4 1 5n n+ = + ⋅ = , որը 
չի բաժանվում 4-ի։ 

«Եթե p  և q  թվերը պարզ են, ապա p q+  թիվը բաղադրյալ է» 
պնդումը ճշմարիտ չէ, քանի որ, օրինակ, 2p =  և 3q =  արժեքների 
դեպքում ստացված ասույթը ճշմարիտ չէ։ 

Մարդիկ երկար ժամանակ համարում էին, որ բոլոր կարապները 
սպիտակ են։ Այդ պնդումը հերքվեց, երբ Ավստրալիայում հայտնա-
բերվեց սև կարապ։ 

Հերքվող օրինակի որոնումը հաճախ արժեքավոր է ոչ միայն այն 
բանի համար, որ այն սովորողներից պահանջում է ոչ ձևական, խելա-
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միտ մոտեցում, այլ նաև նրանով, որ նրանց ստիպում է անցկացնել 
ինքնատիպ փորձարկում, որն էլ նպաստում է գործնական փորձի 
ձեռքբերմանը։ Ցանկալի է, որ մաթեմատիկայի նկատմամբ հետաքրքրա-
սիրություն ցուցաբերող աշակերտները որոշ չափով տեղեկանան նաև 
պնդումներին վերաբերող տրամաբանության տարրերին։ Օրինակ, 
այսպիսի հակիրճ տեղեկություն: 

Դիցուք, P -ն ինչ-որ օբյեկտների բազմություն է (օբյեկտները կարող 
են լինել թվեր, ծառեր, մարդիկ և այլ առարկաներ)։ Այդ բազմության 
ամեն մի օբյեկտը կարող է օժտված լինել կամ չլինել մի որոշ A  հատ-
կությամբ։ Օրենքն այսպիսին է. ճիշտ կարող է լինել կա'մ պնդումը, կա'մ 
նրա հերքումը (բացառումը), այսինքն երկուսից մեկը, և միայն մեկը 
(տրամաբանության մեջ այն կոչվում է երրորդի բացառման օրենք)։ 
Ընդունվում է, որ դասընթացում գործածվող յուրաքանչյուր պնդում կա'մ 
ճշմարիտ է, կա'մ ոչ ճշմարիտ (կեղծ)։ 

Կեղծ պնդումները հերքելռւ համար մենք, ըստ էության, օգտվում ենք 
ստորև բերված աղյուսակից, որը վերոհիշյալ դատողությունների հա-
կիրճ ձևակերպումն է մաթեմատիկական «լեզվով»։ 

 
Պնդումը Նրա բացառումը (հերքումը) 

P -ի բոլոր օբյեկտներն օժտված են 
A հատկությամբ ( P -ի ցանկացած 

օբյեկտ օժտված է A  հատկությամբ)։ 

P -ի գոնե մեկ օբյեկտ օժտված չէ A  
հատկությամբ։ 

(Գոյություն ունի P -ի այնպիսի 
օբյեկտ, որն օժտված չէ 

A հատկությամբ ): 
P -ից որոշ օբյեկտներ օժտված են 

A հատկությամբ։ (Գոյություն ունի P -
ին պատկանող այնպիսի օբյեկտ, որն 

օժտված է  A հատկությամբ)։ 

P  բազմության ոչ մի օբյեկտ օժտված 
չէ A  հատկությամբ։ 

( P  բազմության   ցանկացած   օբյեկտ 

օժտված չէ A  հատկությամբ։)
 
Մոլորություն կլինի կարծել, թե որևէ պնդման ճշմարիտ չլինելը 

կարելի է անմիջապես բացահայտել։ Ինչպես թեորեմների ապացու-
ցումը, այնպես էլ կեղծ պնդումների հերքումը պահանջում է վերլու-
ծություններ և մտահանգումներ։ 
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Ընդհանուր առմամբ, կեղծ պնդումները պայմանականորեն կարե-
լի է բաժանել երկու խմբի. 

ա) Ակնհայտ կեղծ պնդումներ. այդպես կանվանենք այն պնդում-
ները, որոնց կեղծ լինելը բացահայտվում է անմիջական փաստական 
ստուգման միջոցով։ Օրինակներ։  

1) 34-ը բաժանվում է 4-ի;  
2) 117-ը պարզ թիվ է;  
3) 53 200> ;  
4) 1,08-ը մեծ է 1,001-ից;  
5) 2-ը 2 3 8x x+ =  հավասարման արմատ է;  
6) եթե եռանկյան երկու անկյունները 40° և 45° են, ապա այն 

բութանկյուն եռանկյուն է և այլն։ 
բ) Ոչ ակնհայտ կեղծ պնդումներ, այդպես կանվանենք այն 

պնդումները, որոնց կեղծ լինելը բացահայտվում է տրամաբանական 
մտահանգումների միջոցով։ 

Ոչ ակնհայտ կեղծ պնդումներից առանձնահատուկ հետա-
քրքրություն են ներկայացնում հատկապես այն պնդումները, որոնք 
առաջին հայացքից թվում են ճշմարտանման և նրանց կեղծ լինելն 
ունի քողարկված և խաբուսիկ բնույթ։ Բերենք լուսաբանող օրինակ-
ներ։ 

Օրինակ  1 .  Բնական թվերի շարքում հնարավոր չէ ընտրել միմ-
յանց հաջորդող երկու հազար թվեր, որոնցում ոչ մի պարզ թիվ չլինի: 

Առաջին հայացքից թվում է, թե այդ պնդումը ճշմարիտ է: Այն 
հերքելու համար բերենք հակօրինակ: Դժվար չէ նկատել, որ միմյանց 
հաջորդող հետևյալ 2000 թվերից յուրաքանչյուրը բաղադրյալ է.  

2001! 2; 2001! 3; 2001! 4; ...; 2000! 2000; 2001! 2001+ + + + + :  
Օրինակ  2 .  «Եռանկյան երեք բարձրությունները հատվում են մեկ 

կետում»։ Այսպես են արտահայտում շատերը՝ եռանկյան բարձ-
րությունների մասին հայտնի թեորեմը ձևակերպելիս։ Այս պնդումը 
հերքելու համար բավական է բերել (կառուցել) եռանկյան այնպիսի 
օրինակ, որի համար նշված պնդումը կեղծ է։ Վերցնենք որևէ ABC  
հավասարասրուն բութանկյուն եռանկյուն (նկ.17)։ Ակնհայտ է, որ այդ 
եռանկյան BD , AE  և CF  բարձրությունները չունեն ընդհանուր կետ։ 
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Իրականում, համապատասխան թեորեմր (ճշմարիտ պնդումը) հետև-
յալն է. եռանկյան երեք բարձրությունները պարունակող ուղիղները 
հատվում են մեկ կետում։ 

 

A

E

B

F

C         
Նկ. 17              Նկ. 18 

 
Օրինակ  3 .   Հնարավո՞ր է, որ քառանկյուն բուրգի հիմքի 

հանդիպակաց կողմերով անցնող երկու կողմնային նիստերն 
ուղղահայաց լինեն հիմքի հարթությանը։  

Առաջին հայացքից թվում է, թե ճիշտ է հետևյալ պատասխանը՝ 
հնարավոր չէ ։ Դիցուք, OE-ն AOD եռանկյան հարթությանն ուղղահա-
յաց ուղիղ է։ AO և DO կողմերի վրա վեցնենք B և C կետեր։ Ակնհայտ է, 
որ EABCD քառանկյուն բուրգի ABE և CDE նիստերն ուղղահայաց են 
հիմքի հարթությանը (նկ. 18)։ Այդպիսով մենք հերքում ենք հետևյալ 
պնդումը. «Քառանկյուն բուրգի հիմքի հանդիպակաց կողմերով անց-
նող կողմնային նիստերի հարթությունները միաժամանակ չեն կարող 
ուղղահայաց լինել հիմքի հարթությանը»։ 

Օրինակ  4.   «Կամայական α  և  β  իռացիոնալ թվերի համար 
βα -ը ևս իռացիոնալ թիվ է» պնդումը կեղծ է։ Հերքենք այդ պնդումը։ 

Դրա համար բավական է ապացուցել, որ գոյություն ունեն այնպիսի  
α  և  β  իռացիոնալ թվեր, որ βα - ը ռացիոնալ թիվ է։ 

Առաջին եղանակ։ Վերցնենք, օրինակ, 3α = , 2β =  իռա-
ցիոնալ թվերը։ Այդ դեպքում կունենանք` 
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2
2

3βα  =  
 

:  

2
3 –ն իրական թիվ է, նշանակում է՝ կա'մ ռացիոնալ է, կա'մ՝ 

իռացիոնալ։ Եթե այն ռացիոնալ է, ապա խնդիրը լուծված է։ Դիցուք, 

այն իռացիոնալ թիվ է։ Այդ դեպքում որպես α   կվերցնենք 
2

3 , իսկ 

որպես β  կվերցնենք 2  թիվը, կունենանք` 
2 2 2( 3 ) ( 3) 3βα = = = , 

որն էլ, ակնհայտորեն, ռացիոնալ թիվ է։ Դրանով էլ հիմնավորվում է, 
որ գոյություն ունեն այնպիսի α և β  իռացիոնալ թվեր, որոնց 

դեպքում βα ռացիոնալ թիվ է։ 

Երկրորդ եղանակ։ Ցույց տանք, որ 3  իռացիոնալ թվի 
3

log 2  

ցուցիչով 3log 2( 3)   աստիճանը ռացիոնալ Է։ Այն, որ 3 -ն իռա-
ցիոնալ է, դա հանրահայտ Է։ Ցույց տանք, որ  3

log 2 -ը նույնպես 

իռացիոնալ թիվ է։ Ապացուցենք հակասող ենթադրության եղանակով. 
ենթադրենք, թե այն ռացիոնալ թիվ է՝ 

3
log 2 m

n
=    ( , )m n N∈  : 

Լոգարիթմի սահմանումից բխում է, որ ( 3) 2
m
n = , որտեղից՝ 

3 4m n= : Ակնհայտ է, որ վերջին հավասարություևը չի կարող տեղի 
ունենալ բնական m  և n  թվերի դեպքում (նրա ձախ մասը կենտ թիվ 
է, իսկ աջ մասը՝ զույգ)։ Ատացված հակասությունն էլ հաստատում է, 

որ 
3

log 2 -ն իռացիոնալ թիվ է։ Այսպիսով, 3α =  և 
3

log 2β =  

իռացիոնալ թվերի համար ունենք՝ 

( ) 3log 2
3 2βα = = , 

այսինքն βα -ը ռացիոնալ թիվ է։ Դրանով իսկ հերքվում է նշված պնդումը։ 
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*   *  * 
Ուշագրավ է այն փաստը, որ նույնիսկ հանրահայտ մաթեմատի-

կոսներն իրենց գիտական հետազոտությունների ընթացքում 
ձևակերպել և հանրությանն են ներկայացրել այնպիսի պնդումներ 
(իրենց կարծիքով ճշմարիտ), որոնց կեղծ լինելու բացահայտումը 
առանձնակի դժվարություն չի եղել այլ մաթեմատիկոսների համար։  

Ֆրանսիացի հայտնի մաթեմատիկոս Պիեռ Ֆերման (որը մեծ 
ներդրումներ ունի մաթեմատիկայի զարգացման գործում) ձևակերպել 
է այսպիսի պնդում. 

«Ցանկացած n  բնական թվի համար 2( ) 2 1
n

F n = + - ը պարզ թիվ է»։ 
Հետագայում հայտնի մաթեմատիկոս Լեոնարդ էյլերը հերքել է 

այդ պնդումը. նա ապացուցել է, որ 5n =  դեպքում ստացված 
32(5) 2 1F = +  թիվը բաղադրյալ է (բաժանվում է 641-ի)։ 

Գիտության զարգացման ընթացքում մաթեմատիկոսների կողմից 
հաճախ առաջ են քաշվում պնդումներ, որոնց ճշմարիտ կամ կեղծ 
լինելը հաստատվում են ավելի ուշ։ Ավելին, դարեր առաջ 
ձևակերպված բազմաթիվ պնդումներ կան, որոնք շարունակվում են 
մնալ իբրև վարկածներ (պրոբլեմներ) և մինչև օրս դեոես լուծված չեն։ 
Այնպես որ, այդպիսի որևէ պնդման հաստատումը կամ հերքումը մեծ 
նվաճում կարող է լինել համաշխարհային մաթեմատիկայի կյանքում։ 
Բերենք այդպիսի պնդումների օրինակներ. 

1) 10 3n + , n N∈  տեսքի թվերի մեջ պարզ թվերի քանակն 
անվերջ է։  

2) Յուրաքանչյուր զույգ թիվ կարելի է ներկայացնել երկու պարզ 
թվերի տարբերության տեսքով: 

3) 3 3 3 3x y z+ + =   հավասարումն ամբողջ թվերով չորսից ավելի 
լուծում չունի ((1; 1; 1), (4; 4; ֊5), (4;–5;4) , (–5; 4; 4) լուծումները 
հայտնի են)։ 

4) 3 3 3 30x y z+ + =  հավասարումն ամբողջ թվերով լուծում չունի: 
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*   *  * 
Ստորև բերված առաջադրանքներից  յուրաքանչյուրում առաջին 

պնդումը ճիշտ է, իսկ երկրորդ պնդումը՝ սխալ (յուրաքանչյուրում 
երկրորդ պնդումն առաջինի հակադարձ պնդումն է)։ Այդ սխալ 
պնդումներից յուրաքանչյուրը հերքելու համար բավական է բերել մեկ 
օրինակ (հակաօրինակ), որի դեպքում ստացվում է ոչ ճշմարիտ 
ասույթ։ Այդպիսի առաջադրանքները կարող են նպաստել՝ հնարավո-
րինս խուսափելու սխալ եզրահանգումներ անելուց։  
1.  ա) Եթե a b= , ապա 2 2a b= : 
 բ) Եթե 2 2a b= , ապա a b= : 
2.  ա) Եթե a b= , ապա a b= : 
 բ) Եթե a b= , ապա a b= : 

3.  ա) Եթե m n=  , ապա m na a=   ( ); ;m n a N∈  : 

 բ) Եթե m na a= , ապա m n=   ( ); ;m n a N∈ : 
4.  ա) Եթե x y>  և z t> , ապա x z y t+ > + : 
 բ) Եթե  x z y t+ > + , ապա x y>  և z t>  
5.  ա) Եթե 0x >  և 0y > , ապա 0xy > : 
 բ) Եթե 0xy > , ապա 0x > և 0y > :  

6.  ա) Եթե 0a b> > , ապա 2 2a b>  : 
 բ) Եթե 2 2a b> , ապա 0a b> > :  
7.  ա) Եթե x a= , ապա 2x a=  :   բ) Եթե 2x a= , ապա x a= :  
8.  ա) Եթե x  և y  թվերը ռացիոնալ են, ապա ( )x y+ -ը ռացիոնալ թիվ է։ 
 բ) Եթե ( )x y+ -ը ռացիոնալ թիվ է, ապա x  և y  թվերը ևս 

ռացիոնալ են։  
9.  ա) Եթե x y= ,  ապա sin sinx y= : 
 բ) Եթե sin sinx y= , ապա x y= :  

10. ա) Եթե x y= , ապա ցանկացած 0a >  թվի դեպքում x ya a= : 
  բ) Եթե x ya a= , ապա x y= : 
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11. ա) Եթե lg lgx y= , ապա x y= :  
բ) Եթե  x y= , ապա lg lgx y= : 
 

12.ա) Եթե ABCD -ն զուգահեռագիծ է, ապա A C∠ = ∠ : 
բ)  Եթե  ABCD  քառանկյան մեջ A C∠ = ∠ ,ապա  այն զուգահե-
ռագիծ է։  

13. ա) Եթե քառանկյունը շեղանկյուն է, ապա նրա անկյունագծերն 
ուղղահայաց են։ 
բ) Եթե քառանկյան անկյունագծերն ուղղահայաց են, ապա այն 
շեղանկյուն է։  

 

14. ա) Եթե a b=
 

, ապա a b=
 

: 

 բ) Եթե a b=
 

,  ապա a b=
 

: 

15. ա) Եթե բուրգի գագաթի պրոյեկցիան հիմքի հարթության վրա 
(բարձրության հիմքը) հիմքին ներգծած շրջանագծի կենտրոնն է, 
ապա այդ բուրգի կողմնային նիստերի հարթությունները հիմքի 
հարթության հետ կազմում են հավասար անկյուններ։  
բ) Եթե բուրգի կողմնային նիստերի հաբթություննեբը նրա հիմքի 
հարթության հետ կազմում են միևնույն անկյունը, ապա այդ 
բուրգի գագաթի պրոյեկցիան հիմքի հարթության վրա հիմքին 
ներգծած շրջանագծի կենտրոնն է։  

 

Հարկ է նշել, որ նմանատիպ հարցերի քննարկումը սովորողներին 
հնարավորություն է տալիս խուսանավելու սերտողական բնույթի 
«գիտելիքներից», նպաստում է մաթեմատիկական կուլտուրայի 
ձևավորմանը, վերլուծական կարողություն ձեռք բերելուն, ինչպես 
նաև տրամաբանության զարգացմանը։ 
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ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐ  
 

Ստորև բերված նախադասություններից յուրաքանչյուրը մա-
թեմատիկական պնդում է։ Պահանջվում է հիմնավորել կամ հերքել 
համապատասխան պնդումը։ Եթե պնդումը ճշմարիտ է, ապա պա-
տասխանում նշվում է «ճիշտ է», իսկ եթե ճիշտ չէ, ապա՝ «սխալ է» 
տարբերակը։ 

 
1.  549051-ը պարզ թիվ է։ 

2.  2100 թիվն ունի ճիշտ 100 բաժանարար։ 

3.  Ցանկացած բնական n  թվի դեպքում 
2

2n n−  թիվը զույգ է։ 

4.  Գոյություն ունի այնպիսի բնական n  թիվ, որի դեպքում 100 1n +  
թիվը բնական թվի քառակուսի է։  

5. Ցանկացած ամբողջ k  թվի դեպքում ( 5)( 11)k k+ + թիվը բաղադրյալ է։ 

6.  Գոյություն չունի այնպիսի բնական m  թիվ, որի դեպքում 5 2m + -ը 
բնական թվի քառակուսի է։ 

7.  Կարելի է ընտրել այնպիսի բնական n  թիվ, որի դեպքում 6 7n + -ը 
դառնա բնական թվի քառակուսի։ 

8.  Գույություն ունի այնպիսի բնական n  թիվ, որի դեպքում ճիշտ է 
2 1001 2n n+ + =  հավասարությունը։ 

9.  Երեք հաջորդական բնական թվերի արտադրյալը կարող է 
հավասարվել 320-ի։ 

10.  Երեք հաջորդական բնական թվերի գումարը կարող է հավասարվել 
3101-ի։ 

11. 302 10 1⋅ +  թիվը պարզ է։ 

12. Բնական թվերի շարքում հնարավոր չէ ընտրել միմյանց հաջորդող 
1000 թվեր այնպես, որ նրանց մեջ ոչ մի պարզ թիվ չլինի։ 

13.  Գոյություն ունի միակ p  պարզ թիվ, որի դեպքում 38p +  և 
58p +  թվերը միաժամանակ պարզ են։  
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14.  Եթե կոտորակի և՛ համարիչը և՛ հայտարարը մեծացնենք 1-ով, 
ապա կոտորակը կմեծանա։  

15.  Հնարավոր է ընտրել իրարից տարբեր հարյուր այնպիսի կոտո-
րակներ, որոնց գումարը փոքր լինի 1-ից։ 

16.  Գոյություն չունի այնպիսի բնական n  թիվ, որի դեպքում 

1 1 1 1... 1
1 2 2 3 3 4 ( 1)n n

+ + + + =
⋅ ⋅ ⋅ +

 

հավասարությունը ճիշտ լինի։  

17.  Եթե թիվը 1-ից փոքր է, ապա նրա հակադարձը մեծ է 1-ից: 

18.  Եթե 3 3a b= , ապա a b= : 

19.  Եթե 4 4a b= , ապա a b= : 

20.  Եթե ac bc= , ապա a b= : 

21.  Եթե 5a b+ = , ապա 2 2 25a b+ = : 

22.  Եթե a b> , ապա 3 3a b> : 

23.  Եթե a b> , ապա 4 4a b> : 

24.  Եթե երկու դրական թվերի արտադրյալը հավասար է 10-ի, ապա 
նրանցից յուրաքանչյուրը փոքր է 10-ից: 

25. Եթե երկու թվերի գումարը 20 է, ապա նրանցից յուրաքանչյուրը 
փոքր է 20-ից: 

26. Եթե 1a
b

< , ապա a b< : 

27. Եթե յոթ թվերի գումարը 120 է, ապա նրանցից գոնե մեկը մեծ է      
17-ից: 

28. Ցանկացած k  ամբողջ թվի դեպքում 3 3k ≥  : 

29. Գոյություն չունի այնպիսի n  ամբողջ թիվ, որի դեպքում ճիշտ լինի 
5 0,001n <  անհավասարությունը:  
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30. Եթե 
1 2a
a

+ = , ապա 7
7

1 2a
a

+ =  :։ 

31. Եթե 
1 5a
a

+ = ,  ապա 2
2

1 25a
a

+ = ։ 

32. Եթե 1a b− = , ապա 2 2 4 4( )( )a b a b a b+ + = − : 

33. Ցանկացած a -ի դեպքում 2( 5) 5a a+ = + : 

34. 
1 1 1

2 1 3 2 4 3
+ +

+ + +
 թիվն ամբողջ է։ 

35. 28 10 3 7 4 3+ + −  թիվն ամբողջ չէ։ 

36. Ցանկացած a  և b  թվերի դեպքում 2 2 2a b ab+ > : 

37. Ցանկացած դրական a թվի դեպքում 
1 2a
a

+ ≥ : 

38. Ցանկացած a  թվի դեպքում 4a a≥ : 

39. Ցանկացած x  թվի դեպքում 2 0,25 0x x− + ≥ : 

40. Ցանկացած x -ի  դեպքում 2 4 4 0x x− + > : 

41.  Եթե , ,a b c  թվերը բավարարում են 2b ac=  պայմանին, ապա 
այդ թվերը, նշված կարգով, կազմում են երկրաչափական պրո-
գրեսիա։ 

42.  3;  8;  13; ... թվաբանական պրոգրեսիայում գոյություն չունի 
այնպիսի անդամ, որն ամբողջ թվի քառակուսի է։ 

43.  1, 13  և 33 թվերը կարող են լինել միևնույն թվաբանական 
պրոգրեսիայի անդամներ (ոչ անպայման հարևան)։ 

44.  4;  27  և  49 թվերը չեն կարող լինել միևևույն երկրաչափական 
պրոգրեսիայի անդամներ։ 

45.   3 30n n+ =  հավասարությունը ճիշտ է միայն 3n =  դեպքում։ 
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46.   Եթե 2 2 2 2( 4 ) (2 )x x x x− = + , ապա 2 24 2x x x x− = + :  

47.  2 2 3 2( 1) ( ) 0x x x− + − =  հավասարումն արմատ չունի։ 

48. 4 3 25 6 2 8 1 0x x x x− + − + =  հավասարումը չունի բացասական 
արմատ։ 

49. 38 8 5 0x x+ + =  հավասարումն ունի ճիշտ մեկ արմատ։ 

50. 4 24( 3 5) 3 5 0x x− + − − =  հավասարման բոլոր արմատների 

գումարը հավասար է 4( 3 5)+ -ի։ 

51. Տրված է 8 6 4 25 7 3 0x x x x− + − =  հավասարումը։ 

ա) Հավասարումն ունի գոնե մեկ արմատ։ 
բ) Հավասարման արմատների քանակը զույգ է։ 
գ) Հավասարման արմատների գումարը հավասար է 5-ի։ 

52. 
2 2

2
2

2 4 ( 2) ,
2 4 2

2 4 0 :
x x x

x x x
x x

 − = −
− = − ⇔ 

− ≥
 

53. 2
2 2

2 0,
2 4 2

2 4 ( 2) :
x

x x x
x x x

− ≥
− = − ⇔  − = −

  

54. 2 2 26 3 5 6 9( 5)x x x x x x+ = − ⇔ + = − : 

55. 2( 3) 36x + <  և 3 6x + <  անհավասարումները համարժեք են։ 

56. 3 5 2 9x x− < +  և 2 2(3 5) (2 9)x x− < +  անհավասարումները 
համարժեք են։ 

57. 1
2 3

x
x

<
+

 և 2 3x x< +  անհավասարումները համարժեք են։ 

58. 2 2 24 3 4 ( 3)x x x x x x− > − ⇔ − > −   
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59. 22 6 1 2 6 ( 1)x x x x− < + ⇔ − < + : 

60. 24 2x x x+ < −  անհավասարումը լուծում չունի։ 

61. 2 2 24 3 4 ( 3)x x x x x x− < − ⇔ − < − : 

62. y x=  ֆունկցիայի գրաֆիկը  գտնվում է աբսցիսների առանցքից 

վերև: 

63. 
1

2
y

x
=

+
 ֆունկցիայի գրաֆիկը չի հատում օրդինատների առանցքը: 

64. 2 7 10y x x= − +  և 3 16y x= −  ֆունկցիաների գրաֆիկները չունեն 
ընդհանուր կետ: 

65. Եռանկյան անկյուններից մեկը կարող է մեծ լինել 178o -ից: 

66. Գոյություն ունի եռանկյուն, որի կողմերի երկարություններն են 

5 , 7  և 23 : 

67. Եռանկյան օրթոկենտրոնը չի կարող գտնվել նրա կողմի վրա: 

68. Եռանկյանը ներգծած շրջանագծի տրամագիծը փոքր է այդ եռան-
կյան յուրաքանչյուր կողմից: 

69. Եռանկյան արտագծած շրջանագծի տրամագիծը մեծ է այդ եռան-
կյան յուրաքանչյուր կողմից: 

70. Ցանկացած եռանկյան միջնագծերով կարելի է կառուցել եռանկյուն: 

71. Ցանկացած եռանկյան բարձրություններով կարելի է կառուցել 
եռանկյուն: 

72. Գոյություն ունի այնպիսի բազմանկյուն, որն ունի ճիշտ 180 ան-
կյունագիծ: 

73. Գոյություն չունի այնպիսի ուռուցիկ բազմանկյուն, որն ունենա 
երեքից ավելի սուր անկյուն:: 
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74. Եթե a -ն ռացիոնալ թիվ է, իսկ b -ն՝ իռացիոնալ, ապա ( )a b+ -ն 
իռացիոնալ է։  

75. Եթե a -ն ռացիոնալ թիվ է, իսկ b -ն՝ իռացիոնալ, ապա ab -ն իռա-
ցիոնալ է։ 

76. Եթե a -ն և b -ն իռացիոնալ թվեր են, ապա ( )a b+ -ն ևս իռա-
ցիոնալ է։ 

77. Եթե a -ն և b -ն իռացիոնալ թվեր են, ապա ab -ն ևս իռացիոնալ է։ 

78. Եթե a -ն և b -ն իռացիոնալ թվեր են, ապա ba + թիվը ևս իռա-
ցիոնալ է։ 

79. Եթե a -ն ռացիոնալ թիվ է, իսկ b -ն՝ իռացիոնալ, ապա ab  թիվը 
իռացիոնալ է։ 

80. 
2

2 3
3

8 15 0
8 15 2 54 0

2 54 0
x x

x x x
x

 − + =
− + + − = ⇔  − =

: 

81. 
2

2 2
2

3 7 0
3 7 5 0

5 0
x x

x x x x
x x

 − − =
− − + + = ⇔ 

+ =
: 

82. 
1 23 1 3 1 2x x x x
x x

+− + > ⇔ − + + > : 

83. 
5 7 2 5

5 7 2 5
5 5

x x

x xπ π− +
   < ⇔ − > +   
   

: 

84. 3 3log (4 3) log (2 7) 4 3 2 7x x x x− ≤ + ⇔ − ≤ + : 

 

85. 
sin 0

1 cos
x

x
=

+
 հավասարումը համարժեք է sin 0x =  հավասարմանը։  
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86. (1 sin ) 0x tgx+ =  հավասարումը համարժեք է 
1 sin 0

0
x

tgx
+ =

 =
  

համախմբին: 

87. 3sin 2 2cos3 5x x+ = հավասարումը համարժեք է 
sin 2 1
cos3 1

x
x

=
 =

 

համախմբին: 
88.   3sin 6cos 7x x− = հավասարումն արմատ չունի։ 
 

89.  sin cosa x b x c+ =  հավասարումն արմատ ունի այն և միայն այն 
դեպքում, երբ 2 2 2c a b≤ + : 

90.  Տրված է 2cos 1 2x x+ − =  հավասարումը։ 
ա) Հավասարման ձախ մասի մեծագույն արժեքը 2-ն է։  
բ) Հավասարումն արմատ չունի։ 

91.   Տրված է cos 1x x− =  հավասարումը։ 
ա) Հավասարման ԹԱԲ-ը (1; )∞  միջակայքն է։ 
բ) Հավասարումն ունի միակ արմատ։  

92.  2( ) 2 3f x x x= − +  ֆունկցիան (0; )∞ միջակայքում աճող է։ 

93.  3( ) 1f x x x= + +  ֆունկցիան կենտ է։ 

94.   ( ) 1 1f x x x= − + +  ֆունկցիան զույգ է։ 

95.   Տրված է 
1( )f x x
x

= + , (0; )x ∈ ∞  ֆունկցիան։ 

ա) f -ը կենտ ֆունկցիա է։ 
բ)  f  ֆունկցիայի փոքրագույն արժեքը 2-ն է։ 
գ) f  ֆունկցիան աճող է։  
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96.   Տրված է  ( ) 3xf x x= +  ֆունկցիան։ 
ա) f  ֆունկցիայի որոշման տիրույթը R - ն է։ 
բ) f  ֆունկցիան ընդունում է միայն դրական արժեքներ։ 

97.  
1( ) lg
1

xf x
x

+=
−

 ֆունկցիան ո՛չ զույգ է և ո՛չ էլ՝ կենտ։ 

98.   Տրված է 2( ) lg( 1 )f x x x= + − ֆունկցիան : 
ա) f  ֆունկցիայի որոշման տիրույթը (0; )∞  միջակայքն է։ 
բ) f  ֆունկցիան ո՛չ զույգ է և ո՛չ էլ՝ կենտ։  
գ) f  ֆունկցիայի արժեքների բազմությունը R -ն է։  

99.   Ուղղանկյուն եռանկյունն արտագծած շրջանագծի կենտրոնը 
ներքնաձիգի միջնակետն է։  

100.   ABC  եռանկյան մակերեսը 32 է, M -ը եռանկյան միջնագծերի 
հատման կետն է։ 
ա) AMB եռանկյան մակերեսը հավասար է 16-ի։ 
բ) ABC եռանկյան որևէ կողմի երկարությունը կարող է լինել 
2000-ից մեծ։ 
գ) Եռանկյան երկու կողմերից յուրաքանչյուրի երկարությունը 
կարող է փոքր լինել 8-ից։ 

101.  Ուղղանկյուն եռանկյան պարագիծը 24 է, իսկ ներքնաձիքը՝ 10։ 
ա) Այդ եռանկյանն արտագծած շրջանագծի շառավիղը 6 է։  
բ) Այդ եռանկյանը ներգծած շրջանագծի շառավիղը 2 է։  

102.Եռանկյանն արտագծած շրջանագծի կենտրոնը կարող է գտնվել 
այդ եռանկյանը ներգծած շրջանագծի վրա։ 

103. ABCD -ն  ուռուցիկ քառանկյուն է. , , ,M N P K -ն համապա-
տասխանաբար , , ,AB BC CD DA  կողմերի միջնակետերն են։  
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ա) MNPK -ն զուգահեռագիծ է։ 
բ) MNPK քառանկյան մակերեսը հավասար է 5-ի, եթե ABCD  
քառանկյան մակերեսը 20 է։ 

104. Եթե եռանկյան երկու անկյունների կոսինուսների հարաբերու-
թյունը հավասար է այդ նույն անկյունների սինուսների հարաբե-
րությանը, ապա այդ եռանկյունը հավասարասրուն է։ 

105. Եթե եռանկյան մեջ տեղի ունի 

cos cos
a b

α β
=   

առնչությունը, ապա այն հավասարասրուն է։  

106. Եթե եռանկյան մեջ տեղի ունի  2 cosb a γ= ⋅ առնչությունը, ապա 
այդ եռանկյունը հավասարակողմ է: 

107. O -ն ABCD  սեղանի ( )BC AD  անկյունագծերի հատման կետն է։ 

ա) AOB և  COD եռանկյունները հավասարամեծ են։  
բ) ABCD  սեղանի մակերեսը հավասար է 2( )p q+ ,  եթե հիմ-

քերին առընթեր եռանկյունների մակերեսները 2p և 2q  են։ 
 

108.  ABCD քառանկյան մեջ 9AC = ,  BD = 11։  Այդպիսի քառանկյան 
մակերեսը չի կարող լինել 50։ 

 

109. Եռանկյան երեք բարձրություններից յուրաքանչյուրը փոքր է        
1 մետրից։ Այդպիսի եռանկյան մակերեսը կարող է մեծ լինել    
1000 մ2–ուց։ 

 

110.   1 1 1ABCA B C  ուղիղ պրիզմայի հիմքը ABC  եռանկյունն է, որում 

120oACB∠ = ;     1AC CB BB= = :  Այդ դեպքում AC և 1CB  

ուղիղների կազմած անկյան կոսինուսը հավասար 
6

4
 -ի ։  
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111. Եռանկյուն բուրգի կողմնային նիստերի հարթությունները հիմքի 
հարթության հետ կազմում են միևնույն անկյունը։ Այդ դեպքում 
բուրգի բարձրությունն անցնում է հիմքին ներգծած շրջանագծի 
կենտրոնով։ 

 

112. Եռանկյուն բուրգի կողմնային կողերը զույգ առ զույգ փոխ-
ուղղահայաց են և հավասար են , ,a b c : Այդ դեպքում բուրգի 

ծավալը հավասար է 
6

abc
- ի։ 

113.  Գլանը և հատած կոնն ունեն հավասար բարձրություններ, իսկ 
գլանի հիմքի շառավիղը հավասար է հատած կոնի հիմքերի 
շառավիղների միջին թվաբանականին։ Այդ դեպքում գլանի 
ծավալը հավասար է հատած կոնի ծավալին։ 

 

114.   1 1 1 1ABCDA B C D  խորանարդի կողի երկարությունը 10 3  է։ Այդ 
դեպքում. 
ա) Խորանարդի անկյունագծի երկարությունը 10 6 է։  
բ) Խորանարդի անկյունագծի կազմած անկյունը յուրաքանչյուր 
նիստի հետ մեծ է  30օ-ից։ 
գ) Խորանարդին արտագծած գնդային մակերևույթի շառավղի 
երկարությունը 15 է։ 
դ) Խորանարդի 1AA  կողի և 1DB  անկյունագծի հեռավորու-

թյունը 10 3 է։ 
 

115. DABC կանոնավոր եռանկյուն բուրգին ներգծված է գունդ։ 
Դիցուք՝ K -ն CB -ի  միջնակետն է։ Այդ դեպքում. 
ա) AKD  հարթությունն ուղղահայաց է BC ուղղին։  

բ) AKD անկյունը հիմքին առընթեր երկնիստ անկյան գծային 
անկյունն է։ 

գ) Գնդի 0  կենտրոնը գտնվում է բուրգի DH  բարձրության 
վրա, ընդ որում` KO -ն AKD  անկյան կիսորդն է։  
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Պատասխաններ և ցուցումներ 
 
§1. Մի քանի  փոփոխականներով  բազմանդամներ:  
Սիմետրիկ բազմանդամներ 
 

4. F-Á,  H-Á,  g-Ý:  f-Á ëÇÙ»ïñÇÏ ¿ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 0=a : 6. ³) ²Ûá, 
μ) áã, ·) ³Ûá, ¹)³Ûá , ») ³Ûá,  ½) ³Ûá,  ¾) áã,  Á) áã, Ã) ³Ûá:  

11.  322235 3253 vvuvvuvuu −++−− : 

14. +++ xyzyx )(( xyzzxyz 3) −+ :   22.  375:  

 
§2 Հավասարումների համակարգեր 
 
44. ( )7;6;5 :  45. ( )1;2;3 −− :  46. ∅ : 47 ( )1;1;1 : 48. ( )0;2;0;1 − : 49. ( )1;3;2;1 − : 

50. ( )


∈∈



 −+−− RbRabbaba ,/;2;;1 :  

51. 












 −−−− bababa ;;

5
3

5
1;

5
2

5
41  



∈∈ RbRa ,/ :  

54 2=a  ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ ¿; 1=a  ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ³Ýí»ñç 

μ³½ÙáõÃÛ³Ùμ ÉáõÍáõÙÝ»ñª  ( )yxyx −−1;; , áñï»Õ RyRx ∈∈ , , ÇëÏ 2−≠a  ¨ 

1−≠a ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙª 
( )












+
+

++
+−

2
1;

2
1;

2
1 2

a
a

aa
a

:  

61. ( ) ( )2;3,3;2 , ( ) ( )2;3,3;2 −−−− :  62. ( ),3;1 −− 





 −

4
1;

9
13

: 63. ( ) ( )1;5,5;1 −− : 

64. ( ) ( )2;1,2;1,3;
3
2,3;

3
2 −−






 −−








:    

65. ( ) ( ) ,
6

51;
6

51,1;1,0;0 








 −+
 ;

6
51





 −




+
6

51
:  

66. ( ) 





−

146
117;

146
239,2;1 :          67. ( ) ( ) ( )0;1,2;0,2;0 − :  

68. 







−








0;

3
1,0;

3
1

, ( ) ( )1;1,1;1 −− :  
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69.. ( )0;1 :       70. . ( ) ( ) ,
3
65;

3
5,1;3,1;3 










−−  










−−

3
65;

3
5

: 

71. ( ),2;3 ( ) ( ) ( )5;1,1;5,3;2 :        72.. ( ) 





 −−

3
4;

3
8,1;2 :          73. ( )1;2 :   

74.  ( ) ( ) ( ) ( )2;5,4;3,4;1,2;3 −−−− :         75. ( ) ( )2;4,2;4 −− :    

76. ( ) ( ) ( )17;17,5;3,3;5 −− , ( )17;17 −− :        77. ( ) ( )3;5,5;3 : 

78. ( 1;5), ( 5;1)− − :   79. Raaa ∈





 − ,

2
3; :    

80. ;
40
30






0 ,

10
30;

40
30,

10
30











−





− ,

5
30;

5
30











 










−−

5
30;

5
30

:   

81.   ,
2
1;2,

2
1;2 






 −−








 ,
5
102;

5
10











−  ,

5
102;

5
10











−  










−

5
102;

5
10

:  

82. ( ) ( )2;1,2;1 −− :  83. ( ) ( );3;2,3;2 −−  ( )2;3 ( )2;3 −− :   84. ( ) ( )3;1,1;3 −− :  

85. ( ) ( )1;2,2;1 :    86. ( ) ( )1;2,1;2 −− :  87. ( ) ( )3;1,1;3 , ( ) ( )1;3,3;1 −−−− :  

88. ( ) ( ) ( )0;0;12;4,2;3 −− :  89. ( ) ( )2;1,2;1 −− :   

90.  ( ),6;6  








 +−−−−









 −−−+−
2

533;
2

533;
2

533;
2

533
: 

91. ( ),3;2 ( ) 

− ;

4
3;2;3 










+−−−





−−−

3
103

4
1

4
3;

3
103

4
1

4
3;

3
103

4
1

4
3;

3
103

4
1

: 

92. ( ) ( )2;1,1;2 , ( ) ( )2;1,1;2 −−−− :       93. ( ) ( )2;3,3;2 :  

94. ( ) ( )3;2,2;3 −− , ( ) ( )2;3,3;2 −− :       95. ( )2;1 , ( )1;2 :   

96. ( ) ( ) ( ) ( )2;1,2;1,1;2,1;2 −−−− :       97. ( ) ( ) ( )33 13;13,3;1,1;3 −−− :   

98. ( ) ( )1;1,0;1 −− :  99. ( ) ( ),2;0,2;0 −  ( ) ( )3;1,3;1 −−− :  100.  ( ) ( ) ( )2;4,3;3,0;2 −−− :   

101. ,
2

215;
2

215









 −+
 









 +−
2

215;
2

215
,  ( ) ( )1;2,2;1 :  

102.  ( ) ( )0;1,1;0 :        103. ( )2;2 :  

104. ( ) ( ),347;32,347;32 −+++ ( ) ( ;347,32;347 +++  ),32 −  

( ) ( )347;32,347;32 −−+−  , ( ) ( )32;347,32;347 −−+− :  
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105. ( ) ( )3;2;1,3;2;1 −−− :     106. ( ),1;1;1  ( )2;2;2 −−−  :   

107. ( ) ( ) ( ),1;2;5,1;4;1,3;2;1 − ( )3;4;5 − :     108. 





 −−−

2
1;

2
1;

2
1

:  

109. ( ) ( )4;3;2,2;1;0 −−− :       110. ( )3;2;1 :        111. ( ),1;3;9 ( )9;3;1 :  

112. ( ) ( ) ( ) 



 −









 −+ ;
3

63,
3
2;

3
63;

3
63,1;1;2,1;2;1,0;0;0  




+
3
2;

3
63

:   

 
113. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1;2;3,2;1;3,1;3;2,3;1;2,2;3;1,3;2;1 : 

114. ( ) ( ),1;3;0,3;1;0 ( ) ( ) ( ) ( )0;1;3,1;0;3,0;3;1,3;0;1 :   

115. ( ) ( ) ( ) ( ),1;3;2,2;3;1,1;2;3,3;2;1 −−−−  ( ) ( )2;1;3,3;1;2 −− :  

116. ( ) ( ) ( ) ( )1;2;3,1;2;3,1;2;3,1;2;3 −−−−−− :    117. ( )1;1;1 :  

118.  







−−








−

3
8;

3
1;

3
10,

3
8;

3
1;

3
10

:     119. 







3
1;

3
1;

3
1

:    120. ( )4;4;4 :  

121. ( ) ( )32;32;32,32;32;32 −−−+++ :    122. 2±=a :    

123. 1±=a ; 
5

2±=a :  124. 5,0−=a : 125.
4
5−=a : 126. 1−=a :   

127. ( ) { }41;10619 −∈a : 128. 2,2 −== ba : 129 2−== ba :  130. 77 :  

 
 

§ 3. Անհավասարումների համակարգեր 
 
 1.ÝÏ.1-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í ³ÝÏÛáõÝÁ:  2. ²ÝÏÛáõÝ:  3. Þ»ñï (ÝÏ.2):  4. ( ) ( )2;4,1;1 BA  ¨ 

( )0;2C ·³·³ÃÝ»ñáí »é³ÝÏÛáõÝÁ (ÝÏ.3):  
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5. ( ) ( )1;2,0;0 −BA ¨ ( )2;2C  ·³·³ÃÝ»ñáí »é³ÝÏÛáõÝÁ: 6. ( ) 





− 0;

3
1,0;1 BA ¨ ( )2;1−C  

·³·³ÃÝ»ñáí »é³ÝÏÛáõÝÁ: 
 

                             
 
 
7. ( ) ( ) ( )1;1,0;2,0;0 DAO , ( )5,0;0C  ·³·³ÃÝ»ñáí ù³é³ÝÏÛáõÝÁ (ÝÏ.4):  

8. ( ) ( ) ( )1;2,5;6,1;0 CBA −− ¨ ( )2;2 −D ·³·³ÃÝ»ñáí ë»Õ³ÝÁ:  

9. ( ),0;1−A  ( ) ( )5;3,1;1 CB − ¨ 





 0;

3
4D ·³·³ÃÝ»ñáí áõéáõóÇÏ ù³é³ÝÏÛáõÝÁ:    

10. àõéáõóÇÏ ù³é³ÝÏÛáõÝ:  
11. ÎÇë³ßñç³Ý (ÝÏ.5): 12. Ð³Ù³Ï»ÝïñáÝ ßñç³Ý³·Í»ñáí ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í ûÕ³ÏÁ 
(ÝÏ.6): 13. ä³ñ³μáÉ³Ï³Ý ë»·Ù»Ýï (ÝÏ.7): 14. ä³ñ³μáÉ³Ï³Ý ë»·Ù»Ýï (ÝÏ.8): 
15.´³½ÙáõÃÛáõÝÁ å³ïÏ»ñí³Í ¿ 9-ñ¹ ÝÏ³ñáõÙ:  16. ê»Ïïáñ: 17.´³½ÙáõÃÛáõÝÁ 
å³ïÏ»ñí³Í ¿ 10-ñ¹ ÝÏ³ñáõÙ: 18. ´³½ÙáõÃÛáõÝÁ å³ïÏ»ñí³Í ¿ 11-ñ¹ ÝÏ³ñáõÙ :   
23. ( ) ( )5;4,4;3 −− :  24. 4 :  25. 4 :    
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26. π3 :    27. π+1033 :    28.
2

1 π+ :    29.
9

4
3

22 π− :     30. π2 :  31. 16 :                                            

32.´³½ÙáõÃÛáõÝÁ å³ïÏ»ñí³Í ¿ 12-ñ¹ ÝÏ³ñáõÙ:  
39. ´³½ÙáõÃÛáõÝÁ å³ï  Ï»ñí³Í  ¿ 13-ñ¹ ÝÏ³ñáõÙ   40. ´³½ÙáõÃÛáõÝÁ å³ïÏ»ñí³Í ¿ 14-ñ¹ 
ÝÏ³ñáõÙ (áõÕÕ³ÓÇ· áõÕÇÕÝ»ñÇ Ï»ï»ñÁ, μ³óÇ »é³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ ·³·³ÃÝ»ñÇó, μ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ 

Ùã»Ý å³ïÏ³ÝáõÙ):  41. 50 : 42. 25 : 43. 40 :  44. 1
2

+π
:  

45. 22 :  46. 37 : 47. 25,0−=a :  

48. 15,3 ≤≤− a :   

49.   ա) 8,65,0 ≤≤ a ,   բ) 24 ≤≤− a :  

50. 
5 1

11 3
a− < < − :   
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§4.  Ոչ ստանդարտ հավասարումներ և անհավասարումներ 
 

1© ( ):3;2−      2. ( ):22;2     3. ( ):3;3 −−      4. ( ):1;1;2 −−−     5. ( ):3;1 −  

6. :
2
2;

2
2,

2
2;

2
2











−−










       7. ( ):2;2    òáõóáõÙ£ ÎÇñ³é»Éáí  

( ) ≤+ 2ba  ( )222 ba +≤  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ« óáõÛó ï³É« áñ ïñí³Í Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ó³Ë 

Ù³ëÇ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ 2-Ý ¿£  

 8. ( ):5;11  òáõóáõÙ£ ÎÇñ³é»É ( )0,02 >>≥+ baabba  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ£  

9.© :
3
1;

2
1











±±  10. ( ):2;1  òáõóáõÙ£ îñí³Í Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É 

ï»ëùáí` ( )
( )

,10
1

4141
3 2

3 2 =
−

+−++
y

y
x

x  ³ÛÝáõÑ»ï¨ 

 +







−

2

4
4 1

x
x  0

1
114

2

3
3 =











−
−−

y
y  ¨ այլն: 
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  11. ( ):1;2 −       12. ( ):2;2  òáõóáõÙ£ îñí³Í Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ 

111
=−+

−
x

x
y

y
 Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ£ òáõÛó ï³É« áñ ³Ûë Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ó³Ë Ù³ëÇ 

·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ 
2
1

-Á£ 

 13.  :,,2;2
2

,2;2
2

Znknknk ∈





 π+ππ+π−






 ππ+π

  

14. ( ),;2 kπ−  :,
2

;2 Zkk ∈





 π+π

   15. :,2
2

;1;2
2

;1 Zkkk ∈





 π+π−






 π+π

        

16. 

 π+π ;

2
k :,,

2
Znkn ∈


π+π

   

17. ;2
4

;2 





 π+π−π narctgk ,2

4
5;2 






 π+π+π narctgk  :, Znk ∈    

18. ;2;2
4







 ππ+π nk  :,,2;2

4
5 Znknk ∈






 π+ππ+π

   

19. ( ) ( ) ;2
3

;2
3

5






 π−+π−π++π knkn  ( ) ( ) ;2

3
;2

3






 π−+π−π++π− knkn  

( ) ( ) ;2
3

5;2
3







 π−+π−π++π knkn  ( ) ( ) :,,2

3
;2

3
Zknknkn ∈






 π−+ππ++π

  

20. ( ) ;2
4

;
4

1 





 π+ππ+π− nkk

 ( ) :,,2
4

5;
4

1 1 Znknkk ∈





 π+ππ+π− +

   

21. :,
24

1;1 Zkk ∈





 π+π+− 22. ,

4
;

4






 π+π−π+π− nk  :,,

4
;

4
Znknk ∈






 π+ππ+π

  

23. ( ):0;0  24. ;
6

35;2
3 










π+π k  :

6
35;2

3
2











−π+π− k     25. :,

2
;

2
1 Zkk ∈






 π+π

  

26. :,1;
24

Zkk ∈





 π+π

            27. ( ) ;;
6

1 1 





 π+π− + e

e
k

e
k

 ( ) :;
6

1 





 −π−π− e

e
k

e
k

  

28. ( )yo; , áñï»Õ  :,22 Zkkyk ∈π+π<<π  

29.  :,,,
3
2

6
;

2
; Zmnkmnk ∈






 π+π−ππ    30. ( ) :3;3;3    31. ( ) :2;6;4    32. ( ):2;2;2  
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 33. ( ):4;4;4    34. ( ):2;2;2   

 35© ( ):5;5;5  òáõóáõÙ£ Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ³é³çÇÝ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ó³Ë Ù³ëÇ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ 

Ñ³Ù³ñ ÏÇñ³é»É 33 uvttvu ≥++  ( )0,0,0 ≥≥≥ tvu  Ñ³ÛïÝÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ£ 

36. ( ) :2;2;2 òáõóáõÙ£ ú·ïí»É ( )zyxxyzzyx ++=−++ 3333
 

( )zxyzxyzyx −−−++ 222
 ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÇó£   

37. ( ):6;4;2  òáõóáõÙ£ ú·ïí»É ( ) ( )( )2222222 zyxcbaczbyax ++++≤++  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó£             38. :,,,
6

)1(;; Zmnkmnk m ∈





 π+π−ππ  

 39. ( )6;2 «     40. ( ) ( ):3;17;3;1        41. ( ) ( ) ( ):0;1;0;0;1;6;0;1;6 −−   

42. ( ) ( ) ( );0;5;1;0;5;1;0;5;1 −−   ( ) :0;5;1 −−  43. ( );1;4;5;6  ( ):5;6;1;4   òáõóáõÙ£ îñí³Í 

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇó  Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ ù³é³ÏáõëÇ μ³ñÓñ³óÝ»Ýù ¨ ·áõÙ³ñ»Ýù£ àñáß 

å³ñ½³·áõÛÝ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ïá Ïëï³óíÇ ( )( ) 413715172222 ⋅==++ zytx  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ£       44. ( ):0;1        45.© ( ) :,2;
5
1;2;5 Zkkk ∈






 π+ππ+π  

46. ( ):1;0       47. ( ):1;0       48. ( ):1;0         49. ( )bk;2π+π « áñï»Õ :, RbZk ∈∈  

50. :,
10
1;

2
Zkk ∈






 π+π

      51. ( ) :,;0 Zkk ∈π      52© ( ) :1;0  53© ( ) :0;0   

54. ( ) :1;∞−∈a 55. [ ) :;5,4 ∞−  

 
§5. Էքստրեմումային խնդիրներ 

 
1. 4  սմ, 4  սմ, 8  սմ:  2. 18 սմ:  3. 3  մ, 6 մ, 2 մ:  4. 2 դմ,  2 դմ,  2 դմ:  5. 4  մ,  4 մ,  

2 մ:   6. 2 մ,  0,5  մ , 2,5  մ:  7. 2 մ, 1մ, 3  մ: 8.  Խորանարդը:    

9. 20   10. 14 սմ:   11. 24    

: 17. 2 սմ, 6 սմ: 18. 6
3

:  19. 10 սմ:  20. 33  :  21. 22
8

aπ :  

22. Հիմքի շառավիղը` 1, բարձրությունը` 2 : 23. 16 : 24. 2 : 25. Կոնի 

հիմքի շառավիղը` 1
2

S
π

, իսկ բարձրությունը` 2S
π

: 
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26. Հիմքի շառավիղը`    
2

6
2

9
2
V
π

, բարձրությունը` 3
6V
π

:  

27. Կոնի հիմքի շառավիղը` 4 2 սմ, բարձրությունը` 4 սմ:    28. 2 2 :  

29.  8
5  

դմ, 4 5
5  

դմ:  30. 1 սմ:   31. 1 սմ:   32. 36 :   33. 3  սմ:    

34. ,  
2 2
a h :      35. Քառակուսի հիմքով զուգահեռանիստ:   

36. 2 3
3

R  կողով խորանարդը:     37. 62,5 π սմ3:     38. 3  սմ:  

39.  2 3 2 3 2 3, ,
3 3 3

R R R :   

40. Կոնի հիմքի շառավիղը` 
2 2

3
R , :  

41. Կոնի հիմքի շառավիղը`  2 2
3

R ,   

42. Գլանի հիմքի շառավիղը  և  բարձրությունը 1,5  ական սմ  են:  

43. 2 2 2 2 2 2a b b c c a+ + :        44. 3  : 
 

 § 6.Ածանցյալի կիրառումը տարատեսակ խնդիրներ լուծելիս 
 

1.Մեկ արմատ:      2.Մեկ արմատ:    3. Երեք արմատ:     4.Արմատ չունի:  
5. Երեք արմատ:      6.Երկու արմատ:     7.Մեկ արմատ:     8. Երեք արմատ:   
9. Երկու արմատ:      10. Երկու արմատ:    11. Երկու արմատ: 
12.  Երեք  արմատ, եթե  ( 2;2)a ∈ − ; երկու արմատ, եթե 2a = ± ; մեկ արմատ, 
եթե ( ; 2) (2; )a ∈ −∞ − ∪ ∞ : 

13. Մեկ արմատ, եթե  31,5 2a < ; երկու արմատ, եթե  31,5 2a = ; երեք 

արմատ, եթե  31,5 2a > :  Ցուցում : Հավասարումը ներկայացնել  2 1x a
x

+ =   

տեսքով:   
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14. Երկու արմատ, եթե   10 a
e

< <  ;  մեկ  արմատ, եթե  1a
e

=   կամ  0a = ; 

արմատ  չունի, եթե 1a
e

> :  

15. Մեկ արմատ, եթե a e= ; երկու արմատ,  եթե a e> ; արմատ չունի, եթե  
0 a e≤ < :  

16. Արմատ չունի, եթե   
1
ea e>  ;մեկ արմատ, եթե

1

0 1,  a = eea< ≤   ; 

 երկու արմատ, եթե 
1

1 ea e< < : 17. Երկու արմատ, եթե  10
2

a
e

< < ; մեկ արմատ, 

եթե  0a ≤  կամ  1
2

a
e

= ;  արմատ չունի, եթե  1
2

a
e

> :  

18. [ 1; )b ∈ − ∞ :  36.  Ց ո ւ ց ո ւ մ:  Առաջին  եղանակ:  Դիտարկենք  
1( ) (1 )a af x y x ax a y−= ⋅ − − −   ֆունկցիան (0;∞) միջակայքում:Այդ ֆունկցիայի 

ածանցյալը ` 
                                1 1 1( ) ( )' a a af x ay x y− − −= − : 

   Ակնհայտ է,որ 1a =  դեպքում  տրված  անհավասարությունը ճիշտ է:Երբ 
1a ≠ ,ապա  x y= -ը  միակ կրիտիկական  կետն է: Դժվար չէ համոզվել, որ 

(0; )y  միջակայքում   ( ) 0f x′ > , իսկ ( ; )y ∞  միջակայքում` ( ) 0f x′ < : Նշանա-
կում է` առաջին միջակայքում  ֆունկցիան  աճող է. իսկ երկրորդում նվազող: 
Հետևաբար, x y=  կետում ֆունկցիան ընդունում է մեծագույն արժեք: Քանի որ 

( ) 0f y = ,ուստի ցանկացած 0x > դեպքում ( ) 0f x ≤ , որտեղից  էլ հետևում  է  
ապացուցվելիք  անհավասարությունը: 
  Երկրորդ եղանակ : Օգտվել նախորդ խնդրի արդյունքից` x -ը  փոխարինելով  
x
y

- ով, իսկ  α–ն` a -ով: 

37. Առաջինը:  38. Առաջինը:  39. Երկրորդը:  40. Առաջինը: 41.Երկրորդը : 

Ցուցում : Դիտարկել 2( ) ln(1 )
2

xf x x
x

= + −
+

 ֆունկցիան և համոզվել, որ այն  

(0; )∞ -ում աճող է: 

42. Երկրորդը : Ցուցում : Օգտվել  
11 11  < 1

1

n n

n n

+
   + +   +   

  

անհավասարությունից:  
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48.Ցուցում : Օգտվել 35№  խնդրի անհավասարությունից`տեղադրելով 
1   ( 2,3, 4,...., )k n
k

α = = : Այնուհետև գումարել ստացված  1n −  

հավասարությունները: 
49.Ցուցում: 36 №  խնդրի անհավասարության մեջ տեղադրել`  

1 1

1 1 1 1 1 1

1 2 1 2

,  ( 1, 2,...., )
.... ....

a b
i i

a a a b b b
n n

x yx y i n
x x x y y y

= = =
+ + + + + +

, այնուհետև 

գումարել ստացված n   հավասարությունները: 

50.  ( 1)
2

n n + , եթե 1x = ; 
1

2

( 1) 1
( 1)

n nnx n x
x

+ − + +
−

, եթե 1x ≠ : 

51. ( 1)(2 1)
6

n n n+ + , եթե  1x = ; 

2 1 2 1 2 2

3

(2 2 1) ( 1) 1
( 1)

n nn x n n x n x x
x

+ +− + − + + − −
−

, եթե 1x ≠ : 

52. ( 1)( 2)
3

n n n+ +  , եթե 1x = ; 
2 2

1

nx x
x

+ ′ −
 − 

 , եթե 1x ≠  : 

53. , եթե  1x = ± ; 
2 1

21

nx x
x

+ ′ −
 − 

,  եթե  1x = ± : 

54.
 

1 4 1

4

( 1)
1

n nx x
x

+ + ′ − +
 + 

 :
 

55. (2 1)(2 1)
3

n n n− +  , եթե   1x = ; 
22

1 1

nn xx x x
x x

x ′′′  − − +     − −   
,  եթե  1x ≠ : 

56. 0 , եթե 2x kπ=  ; 

1sin sin
2 2
sin

2

n nx x

x

+ ⋅
, եթե  2x kπ≠ : 
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 57. ( 1)
2

n n + , եթե 2x kπ= ; 

'1sin sin
2 2
sin

2

n nx x

x

+ ⋅ 
 
 
 

, եթե 2x kπ≠  ( )k ∈ : 

58. 0 , եթե  2x kπ= ; 

''1s in s in
2 2

s in
2

n nx x

x

+ ⋅ 
−  
 
 

, եթե 2x kπ≠  : 

59.  
2 2( 1)

4
n n + , եթե   2x kπ= ; 

1sin sin
2 2
sin

2

n nx x

x

′′′+ ⋅ 
− 
 
 

, եթե  2x kπ≠  : 

60. 
2 1

2n
n nS + += , եթե 2x kπ=  ;

1sin( )
2

2sin
2

n

n x
S x

+
= ,  եթե  2x kπ≠ : 

61. 0 , եթե 2x kπ= ;  

1sin( )
2

2sin
2

n x

x

′ + 
− 
 
 

 , եթե 2x kπ≠ ( )k ∈ : 

62.  ( 1)(2 1)
6

n n n+ + , եթե 2x kπ= ;  

1sin( )
2

2sin
2

n x

x

′′ + 
− 
 
 

, եթե 2x kπ≠ ( )k ∈ : 

63. 0 , եթե 2x kπ=  ; 
1sin( )
2

2sin
2

n x

x

′′′ + 
 
 
 

, եթե 2x kπ≠ ( )k ∈ : 

64. 1nP = ± , եթե 2nx kπ=  ; sin

2 sin
2

n
n

n

xP x= , եթե 2nx kπ≠ ( )k ∈ : 
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65. 0 , եթե  2nx kπ= ; 
1
2 2n n

xctg ctgx− ,  եթե 2nx kπ≠ ( )k ∈ : 

66. 
2

2

1 1
sin 4 sin

2
n

n
xx

− : 

 
§ 7 Ասույթներ և պնդումներ 
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